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Sommario. Si presenta una proposta per introdurre la 1eoria della divisibilila
nelle Scuole Medic Superiori. Nel primo paragrafo si richiama la divisibilitd in
A7 evidenziando le proprictd da generalizzare ed il concetto di norma. Nel
secondo paragrato si danno le proprieth che riteniamo fondamentali per presen-
tare nelle scuole Ia divisibilith in un ancllo integro, con particolare riferimento a
quelli normati cd cuclidei. Negli esempi si mettono bene in luce le differenze fra
elementi primi ed clementi irriducibili ¢ quindi 'importanza dell’algoritmo
euclideo.

1. DIVISIBILITA IN ./~

Sia A47=1{0, 1, 2, ...} I'insieme dei naturali.
Definizione 1.1 (Divisibilitd)

Siano a, b € .4 Diciamo che a divide b oppure che a & un
divisore di b ¢ scriviamo alb se:

dee il h=ca
Poniamo VYV a,be I
4 @b‘:’{?ni((}), a#0,a<h

Proposizione 1.1

La relazione €)in 77¢ di ordine totale con 1 elemento mini-
mo ¢ 0 elemento massimo.

Proposizione 1.2

La relazione | in .47 ¢ di ordine parziale, con 1 elemento mini-

mo ¢ () clemento massimo, 08sii:

Ilb e b0 VYbe /7
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Proposizione 1.3
alb=a & b, ossia la | & una restrizione di .
Proposizione 1.4

Il numero 1 ha un solo divisore; ogni a1 ha almeno 2 diviso-
ri: 1 ed a.

Il numero O ha infiniti divisori; ogni a = () ha un numero fini-
to di divisori, non superiori ad a.
Definizione 1.2

Sia pe J7- {0, 1}. Diciamo che p ¢ irriducibile o indecom-
ponibile o primo se:

al p=(a=1oppurca=p)

Definizione 1.3

Siano a, be 7 Diciamo che d e .7 & un massimo comune
divisore tra a ¢ b s¢:
(D1) dla,d|b
(D2) (c|u,c|h):>cfd
Proposizione 1.5

¥ a, b e . esiste al pit un massimo comun divisorcedi a ¢ b
indicato con Df(a, b).

Dim.: d ¢ d' massimi comuni divisoridi a ¢ b= d|d' ¢ dld) =
=pdi=dl, dis d)y=sdi=d

Proposizione 1.6
Vae .4, D@, =aDa 1)=1
Proposizione 1.7

3 Db, 0} _ [3 D, b)
a=bx+rf D, b) =D,

Dim.: (d=D(b.1),a=bx+1) = (dlb,dlr)= dla, dlb);

('clu,c|h,r=zl— hx):>c|r,c‘b:>c-|d.
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Teorema 1.1

Per ogni a, b € .47 b # (} esiste una unica coppia ordinata
{(q, r) di clementi di /] detl rispettivamente quoziente € resto
della divisione di a per b ¢ indicati con quot{a, b), rest(a, b)
tali che:
(DR1) a=bq+r
(DR2) 0<r<b

Proposizione 1.8
Pcrogni a,be .4 b0, poniamo r = rest{a, b).
Si ha:
d=Di¢h,riy=xd=Da, b)
== Dia, hEb

Dim.: segue dalle prop. 1.6 ¢ 1.7

Teorema 1.2 (Algoritmo cuclideo)

Per ogni a, b € _J; b # 0, esiste una successione finita
[ Ty g by 252 Glielementiall 287 tilrche:

pOSLO a=rg. b=r,
(AEl) >0 VYi<n € «,=0
(AE2) r; =rest(r.a, Toy)
(AE3) D(a,b)=r,_,

Corollario del teorema 1.2
Per ogni a, b € .7 esiste ed ¢ unico il massimo comun diviso-

redi a e b.

Teorema 1.3

Perogni a,be 47 ¢ Vme 47 {0}, alb <> am|bm

d =D(a, b) < md =D(ma, mb)
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Teorema 1.4 (Combinazione lincare)
Per ogni a, b € .47 esistono h ¢ k e & tali che, posto
d = D(a, b),
d = ah + bk.

Inoltre

L

d=min {lah +bk|,he &, ke Z).

Definizione 1.4
Per ogni a, b e ¥ si dice che a ¢ b sono primi fra loro sc
D(a, b) = 1.

Corollario del Teorema 1.4

a ¢ b primiftraloro < 3Jh, ke & : 1 =ah+ bk.

Teorema 1.5 (Fondamentale della teoria della divisibilitd).
Perogni a,be .4 (klab, D(k,a)=1) = klb
Dim. (D(k, a) = 1) = (D(kb, ab) = b) = (klkb, klab = k|b)

Teorema 1.6
Perogni ae .47 pprimo = (P-L a< D(p,a)=1)

Dim. (p primo, p—l— a) < (p primo ¢ solo 1 ¢ tale che 1 | pel | a)

Teorema 1.7

Perogni a,be .7
p primo @ph-b & pla o plb)

Dim.: (=) (p primo, plab, pJ— a) = (plab, D(p,a) = 1) = plb
(<=)pnonprimo) = 3r,s, 1 <r,s<p:plr-s, p4_ L, pJ_ s)
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Teorema 1.8 (Fondamentale dell’ aritmetica)

Ogni ae 47 - {0, 1} si pud esprimere in un unico modo
come prodotto a=p{ py...... U coni p; lattori primi tali

che p;<py...<p, © &}, 0, ...... ,o, € A {0)

2. DIVISIBILITA IN UN DOMINIO DI INTEGRITA

Sia % un anello commutativo unitario.

Deflinizione 2.1 (Divisibilita)

Siano a,be ..

Diciamo che a divide b oppure che a ¢ una divisore di b ¢
scriviamo alb se 3ce 4:b=c¢-a.

Teorema 2.1

Y

¢ un preordine in . -2, ossia € riflessiva ¢ transitiva.

La relazione

Se be . ed x ¢ unelemento invertibile di.# risulta x| b, h|{}.

Definizione 2.2

Sidice che a ¢ be .- {0} sono divisori dello zero “comple-
mentari fra loro” s¢ a-b=0.

Un anello privo di divisori dello zero si dice dominio di inte-
grita o anello integro.

Definizione 2.3

Due elementi a ¢ be .4 sidicono associati se ;1|h ¢ bla.

Teorema 2.2
Sia a un dominio di integritd. Allora

(a associato a hye dce .4,c mvertibilc:a=c-b)
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Teorema 2.3

La relazione in .4, a ) b scesolose a ¢ associatoa b &
una relazione di equivalenza. Essa determina una partizione in
classi di associati.

Se -4 ¢ un dominio di integritd, detta [a] la classe degli asso-
ciati ad a e .-& , risulta:

[a] = {x € & :d ¢ inverlibile € & taleche x=c-a}.

Teorema 2.4
Sia 27 (a) I'insieme dei divisoridi a € .-4. Allora:
a1 (&b < D) = D(b).
Teorema 2.5
Ogni elemento invertibile a € .-¢ ¢ tale che 27 (a) =[1].
Ogni elemento non invertibile b di un dominio di integrita ¢
tale che:

“Z(byo[llub] con [I]n[b]l=O

Definizione 2.4

Si dice norma in .- ogni funzione v :.-4 — 4 tale che
(N1) via) =0 a=0
(N2) v(a - b) = v(a) - v(b).

Teorema 2.6
Esiste una norma in .4 sc¢ ¢ solo s¢ .4 ¢ un dominio di inte-
gritd.
Dim. Se a-b=0, a0, b0 ¢ valgono (N1) ed (N2) si ha:
via-b)=v(()=0e¢ v(a-b)=v{a)- - vib)y={. Assurdo.
La vi) =0, v(a) =1 per a0 ¢ unanormase .4 ¢ un
dominio d’integrita.

Supponiamo, da ora in poi, che . sia un dominio di integrita
e che v siauna normain ..
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Teorema 2.7
alb= v(a) |v(b) in A
Dim.: b =ca= v(b) =v{c) - v(a)

Corollario al teorema 2.7
ab = v(a)=v(b)
a invertibile = v@)=1
Dim.: a@b = vlvib)y ¢ v v)
viD=v(l-D=v(l)-v(1) = v(l)=1
Definizione 2.5
Sia pe .4 - ([0] U [1]). Diciamo che p & indecomponibile o
irriducibile sc:
a|p = (ae [I]oppure ae [p])
Diciamo che pe .4 - {[0JU[1]} ¢primose, Va,be .4
p|a-h = p\a 0 plh.
Teorema 2.8
Se p & primo in . allora ¢ anche irriducibile.
Dim.: Sia p primoesia a€ .4 tleche a\p.
Allora Jke.4 | p=k-a
Ess¢ndo p primo p|a 0 p|k.
Poiché klp e alp unofra k ¢ a &unassociato di p el'alo
¢ un elemento invertibile. Segue che a e [1] o ae [p] ¢ quindi

che p ¢irriducibile.
Definizione 2.6

Siano a, b € 4. Diciamo che d € .4 ¢ un massimo comun
divisore tra a ¢ b s¢
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(D1) dla, dlb
(D2) cla,clb)y=cld.

Teorema 2.9

Perogni a,be .4 se d & un massimo comun divisorc ra a e b
sono tali tutd ¢ soli gli elementi di [d].

Sia 27 (a, b) eventualmente vuoto, I’'insieme dei massimi comu-
nidivisoridi a e b.
Teorema 2.10

Per ogni € .4 ¢ per ogni ¢ invertibile € .4

D(a, 0) = [a], D(a, ¢c) =[1].

Teorema 2.11

D(b, r);e@} e ‘D(a, b) = &
a=bx+r D(a, b) = D(b, 1)

Definizione 2.7

Lanorma v in . sidice euclidea se soddista la
(N3) V a, be .4, b # 0, dqg, re .& tali che:
(DR1) a=bhg+r
(DR2) 0 < vir) < v(b).

Se v ¢ cuclidea, .4 si dice dominio di integrita euclideo.
Teorema 2.12 (Algoritmo euclideo)

Per ogni a,be .4, b# 0, s¢ v ¢ una norma euclidea esiste
una successione finita {ry, ra, ...... r,}, n=2, dielementidi &
tali che posto a=r, b=r:

(AEl) vir)>0 Yi<n ¢ v(ry)=0
(AE2) dgi € A a=qrn. + 1 v < v, )
(AEB) D(E]. h) = [ru- ]]-
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Definizione 2.8

Sia .-% un ancllo.

Per ogni a € & - ([0] w [1], si dice fattorizzazione di a ogni
successione finita {ay, a,, 23, ...... ,a,} die¢lementidi.4 con
n = 1 tali che:

(Fy) a, € [1]
(F5) a, ¢primo, Vie {1,2,...... , n}
(F3) a=3ay a; 4 ...... a,

Definizione 2.9
Perogni a e .4 - ([0]w[1]), due latorizzazioni
‘7.;:[:'10 S an} c 'yzz{h[) h] b'l""" hm}
si dicono eguivalenti s¢ esiste una biiczione ¢ di &7, in .27, tale
che:
[a,] = [@(a)]. Vie {0,1,2,..... .. n}.
(In particolare n = m).
Teorema 2.13 [cir. [ 1]].

Sia .4 un ancllo cuclideo. Per ogni a e .97- [[0] w [1]], esiste
almeno una lattorizzazione di a e se &7 ed &5 sono due falo-
rizzazioni di a, allora .%7, & equivalente ad .95 .

Teorema 2.14

Sia . un anello cuclideo. Un elemento di.# & irriducibile se

e solo se ¢ primo.

3. ESEMPI ED ESERCI1Z1
3.1 Caso con due fattorizzazioni non eguivalenti
Si consideri il dominio di integrita:

H{?’):{KE C:z=a+ibV3, ae .4 be .47}
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risulta
4=(1+iV3){1-iV3) ¢ 4=2.2

Le due fattorizzazioni di 4 non sono equivalenti.
Gli elementi:

2, 1+i¥3, 1-i¥3  sono irriducibili in H (3).

Essi, perd, non sono primi. Infatu:

21 (1+i3H1-1¥3) ma 240 +iv3) e 24(1-if3)

3.2 Esempi di domini di integrita dotari di norma

Perogni ¢ e .47~ {0}, consideriamo I'insiecme H(c) dei numeri
complessi:

z=a+ib¥c con a,be A7

H(c), rispetto alle usuali operazioni di addizione ¢ moltuiplicazione
in & lormaun dominio d’integrita.

Lanormadi 7z=a+ibVe ¢ il numero:
N(z)=z-7, con z =a- ibYe (coniugato di z)
Precisamente:
N(z) = a? + bc.
Si ha che
N(z) e .} ¢ inolre
1) Niz)=0 & z=0

2) Viz,72 € ;5 Nz -7;) =N(z) - N(z)
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3.3 Divisione con il resto in H{c¢)

(a) Teoria. Teorema [cfr. [1]]

Siano u ¢ ve H(), con v = () Esistono, in H (¢) due elemen-
ti q ed r, delli guoziente e resto della divisione di u per v, tali
che:

[D;] u=vyg+r

[D.] N@m < +c)Nwl4.

Per ¢ <2, N({) <N(v) percui Hic) ¢&unanello cuclideo.
Per c=3 dalla [D;] segue N(r) < N(v).

(b) Come si calcolano g, 1, N(r)

Sihache u=vg+r = uv'=vwqg+vr ¢ vw =N{v)e .4
Allora si divide uv' per N(v) come in &, considerando scpara-
tamente la parte reale ¢ quella immaginaria ¢ otlenendo q ¢ v

Poniamo o = Vi
Essendo N(*) = N(v'r) = N(v") - N(r),
si ottiene N(r) = Nr*) | N(v").
Inolue da r* = v,
si ottiene vi* = vv'r, vr* = N(v)r,
r=—l yrk.
N{v)
(¢) Esempio

Dividiamo u=7+i8V2 per v=4+i7V2.
Si ha: uv'= 140 -1 17¥2, N(v) =114
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Sia g =quot (uv', 114), r*=rest(uv, 114).

Si ottiene q=1, r*=26-i17V2.

Segue N(*)=1254, N()=1254: 114 =11,
=Y =L (44+i7V2)(26-i17V2) =
T H4(+1\f_)(~,11’_)

=ﬁ(342+i1141’5)=3+iﬁ.

Nottamoche N{) =11« N(v)=114

(d) Un altro esempio

Dividiamo 2 per 1 +i¥3.
Si ha u=2, v=1+i¥3
N(wv) =4, uw' =2(1-i¥3)=2-2if3

q:—iﬁ, 1'*:2+2iﬁ, N({*) =16, dacui

N(r) = N(r*)[N(v) =4, ossia  N(r) = N(v).

3.4 Unecsempioincut &Z(a,b)=90

In H(3) sia
a=4, b=2A1+i¥3)

Risulta che D{a, b) # ¢3.
Inlatti se de &7(a,b) siha (’zla, 7| by = zld.
Allora l+i¥3 ¢ 2 dividono d.
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Idivisoridi b sono 1, 2, 1+i¥3, b ¢ poiché:

2 (1+i13) ¢ (1+iDd2,

JCVEe CSSCIe d=h.

Allora: b=2{1+iV3}| 4,

ossia 1 +iV3 | 2 assurdo.
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