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CONSIDERAZIONI SUL TEST Z
PER GLI INDICI DI MORAN

Giuliano Visini

Riassunto - In questa nota l'autore considera gli indici di Moran, ne esamina
i primi due momenti e analizza i comportamenti dei relativi tests z dandone
un'efficace rappresentazione parametrica.

Summary - Moran index is the objet of this work, the author takes into
examination the first two moments and analyzes the line of conduct of the
relative z tests giving of them a clearifying parametrical representation.

1. INTRODUZIONE

L'analisi spaziale si scontra di continuo tra tre esigenze contrastanti che
rispondono a tre angolazioni diverse, eppur complementari, per affrontare lo
stesso problema: una modalita territoriale, articolata per unita di rilevamento
statistico, di quale processo soggiacente & la realizzazione? Come valutarne la
eventuale casualita? Come rappresentarne la variabilita nello spazio, in modo
da poterne rilevare in maniera corretta, le relazioni di vicinato tra elementi
contigui statistico-territoriali?

La letteratura offre una pluralita di risposte parziali, ed anche questo
contributo si muove ed intende procedere in uno specifico sentiero disciplina-
re, ma nella piena consapevolezza di una struttura concettuale di fondo
pluridisciplinare, contesto non solo scientifico, ma anche culturale.

1l tema centrale da esplicitare, in seguito nei termini propri del linguaggio
formale, ¢ quello delle tendenze centrali in un territorio privo di gerarchizzazioni
aprioristiche dei luoghi: ogni unitd di rilevamento & considerato “luogo
centrale”, dal quale procedere all'esplorazione dello spazio circostante al fine
diindividuare I'incidenza della “posizione geografica” nelle realizzazioni di un
dato processo.
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Il fatto che esso si debba necessariamente assumere come in una logica
probabilistica - come tale negazione dell'autocorrelazione spaziale - costringe
da un lato, a considerare le relazioni di contiguita, ¢, da un altro, le condizioni
che giustificano una distribuzione normale delle stesse in relazione a variabili
aleatorie di modalitd qualitative.

2. GLI INDIC1 DI MORAN: MEDIA E VARIANZA

Posto N={1,2,....n} ed n22, sia {a, | ie N_} una suddivisione territoriale
finita di un territorio e sia il vettore aleatorio

K=(K K,...K)

costituito da una n-pla di variabili aleatorie (v.a.) di modalita qualitative (ad es.
variabili policrome) ciascuna osservabile sulla corrispondente unita territoria-
lea(ieN ).

Se le distribuzioni delle v.a. K. (ie N ) sono tra loro mutuamente indipen-
denti e identicamente distribuite e se indichiamo con:

a) K={B,R,V, ....N},
(ove ad es.: B=Bianco, R=rosso, V=verde, ..., N=nero), lo spazio
campionario di ogni singela v.a. K ;

b) p, laprobabilith delia modalitdr-esimadella v.a. K, osservabile sull'uni-
ta territoriale i-esima;

¢) K", l'universo dei campioni relativo alla situazione osservabile sulle
unitd territoriali a, (i€ N );
il modello relativo resta definito da:

(K K, k22, Tp,. 2P, =l
= =1

Introdotto poi un criterio di contiguita spaziale tra le unita territoriali, resta
definito un operatore di associazione L,

L: {a | ieN} — {a | ieN },

che esprime una corrispondenza generalmente multivoca e non ovunque
definita, tale che:

L) c {a | jeN, j#}
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nel caso valga 'implicazione;
ae L(a) ====>a € L(aj) (jeN),

l'operatore di associazione lo diremo simmetrico.

La rappresentazione di L nell'insieme prodotto cartesiano {a, | ieN dx{a
| ieN } come {a a I ael(a), peN } induce sulla matrice aleatoria

KK'= (K, )ian,jeNn

una limitazione ristretta alle sole variabili aleatorie K _ i cui indici p e q siano
rispettivamente quelli corrispondenti alle unita territoriali poste nella relazione
aeL(a) per ogni pe N, Per tale limitazione si considera assegnata la distribu-
zione di KK

In tal modo per ciascun operatore di associazione L & possibile considerare
Ia tavola aleatoria di variabili aleatorie

B R v N
B NBB NBR NBV NBN
R NRB NRR NRV NRN
V NVB NVR N'VV NVN
N NNB NNR NNV NNN

(Tav. 2.1)

le cui determinazioni sono costituite dalle possibili frequenze assolute associa-
te alle limitazioni predette dei risultati individuati dallo spazio

IK’={BB, BR, BV, ..., BN, ..., NB, NR, NV, ..., NN}
e le cui distribuzioni di probabilita si ottengono per “riduzione” da quelle di
K-K'

Gli elementi della tav. 2.1, noti come indici di contiguitd di Moran,
costituiscono una misura dell'influenza che modalita disposte su zone contigue
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esercitano vicendevolmente.
Ipotizzata p = p (i€ N), con probabilita a priori che si abbia a realizzare
I'evento r-esimo su una unita territoriale, di tali indici sono noti i momenti.
Infatti, considerate le variabili di comodo:

so = ZLL =2L.j

i=1 =1

s,-(£36,+8.7)2

=1 j=1

ove 8,=1 sea,eL(a))
8,=0 sea; ¢L(a))
L, =¥3,

=1

i=1

le medie e le varianze restano individuate dalle:

1) nel caso in cui due unita territoriali contigue abbiano medesimo colore; ad
es. RR:

E(Ny)=(S,pz)/2
Var(N,,) = (S,ps +(S, —2S,)ps +(S, —=S,)px / 4

II) nel caso in cui due unita territoriali contigue abbiano diversita assegnata di
colore ad es. RN:

E(Ngy) = SoPPx
Var(NRN) = (2slpRpN + (Sz - 2Sl )pRpN (pR + Py )+ 4(Sl - Sz )plzzpil )/ 4
IIT) nel caso in cui due unita territoriali contigue abbiano generici colori
diversi:
k

k-1
E(N,, ,)=S,X 2p.P,

r=} s=r+l

k-1 k k-2 k-1 k
Var(Ny ) =8, Xp.p.+(28,-58,)% 3 3.pp.p +
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M(SI-SZ)(E > pp -2 Y Zp,psptpu)/ 4

=l s=r+l r=1 s=r+l t=s+] u=t+l

Infine, se 1'operatore di associazione spaziale & simmetrico, introdotte le
variabili di comodo

A=YL /2=YL,/2
i=1 =1

o-3(5)-3(%)

legate alle precedenti dalle:

A=S,/2=S,/4
D=(S,-2S,)/8=(S,—-4S,)/8

le medie e le varianze si trasformano nelle:

I’ E(N,.) = Ap,

Var(N,, ) = Ap; +2Dp; — (A +2D)p,
I’ E(N,\)=2Ap,p,

Var(Ny, ) = Ap,py +2Dp, Py (Px + Py) — 4(A +2D)p;py
1) E(N,, ) =2A% 3 pp,

r=1 s=r+l

k-1 k k-2 k-1 k
Var(N,, \)=2(A+D)Y, Y p,p,—2(4A+5D)Y 3 > ppp +

r=1 s=r+] =1 s=r+l t=s+1

k-1 k k=3 k=2 k-1 k
—4(A+2D)(2 Ypip. -2 X X Zp,psp.pu)

r=1 s=r+] =1 s=r+l t=s+1 u=t+l

3. LA VARIANZA NELLE SUE COMPONENTI

Come & possibile osservare i valori medi e le varianze degli indici dipen-
dono, oltre che dalle probabilita p,, che si realizzi I'evento r-esimo sull'unita
territoriale i-esima, anche dalle variabili A e D, a loro volta, dipendenti dalla
numerositi n delle unita territoriali.

In particolare, i valori medi sono influenzati solamente dalla variabile A,
mentre le varianze 1o sono generalmente da entrambi.

99



G. Visini Ratio Math. Num. 3 - Agosto 1992

Ora i valori assumibili da A sono propri anche di altre possibili ipotesi di
operatori di associazione, mentre i valori assumibili da D diversificano talune
di queste ipotesi, che, essendo scelta del ricercatore, sono soggettive.

Nell'esempio, che si riporta, riferito al caso in cui n=3, accanto alle colonne
dei valori assunti da A e D & posta la colonna F delle numerosita delle possibili
ipotesi di operatori di associazione simmetrici corrispondenti.

A D F A D F A D F
1 0 10 3 5 12 7 13 30
2 0 15 5 6 120 7 14 60
A 1 30 5 7 60 7 15 30
3 1 30 5 8 60 8 18 15
3 2 60 6 9 70 8 19 30
3 3 30 6 1075 9 24 10
4 3 70 6 11 60 10 30 1
4 4 75 6 12 5

4 5 60

4 6 5

D'altra parte le varianze espresse dalle I') sono monotone crescenti rispetto
a D mentre quelle espresse dalle II') sono monotone non decrescenti rispetto a
D, come anche quelle espresse dalle IIT'), almeno nei casi per i quali ¢ k=3, 4.

E allora di interesse ricercare una (o pill d'una) relazione che consenta di
stabilire i valori assumibili da D fissato A, essendo D funzione multivoca di A.

Il sistema 3.1, a variabili intere, formalizza l'interesse della ricerca e, come
tipica formulazione di un problema di programmazione a variabili intere ed a
soluzione ottima intera massimizzante o minimizzante, consente di determina-
re 1a serie marginale dei valori massimi indicata D, o quella dei valori minimi
indicata D__di D.

-l ],x + “_]x.
' jszw'l '|-D=0 ((maxD)o(minD))

2

n-1
3.1 z;‘ix‘. =A

n
I€AZ
H

0=x, =1

i=0

La serie marginale dei valori D_=D_(A), soluzione ottima minimizzante
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il sistema (3.1), & definibile attraverso la:
D_ (A)=(2A(mod n) (int(2A/n)+1)+(n-2A(mod n)) (int(2A/n))*)/2-A.

Per la serie marginale dei valori massimi D =D, (A) si individuano
immediatamente le corrispondenze:

A
1€A<n-1 Dm(A)=(2J

A=n DM(A)=(";1J+2

PR - D, (A)=n(n-2)

n-1 b (Ay=|" oy "2 )"
A=h+( , )(os_hSn—l) mn(A) =, JF=h=D ) J+h -,

Tuttavia, per quest'ultima si constatano delle regolarita con possibilita di
algoritmare negli intervalli di tipo I e J sotto specificati:

I =[l,n-1]

1

. [Hin—i)fi(n—i)] (1,eN,.,)

i=1 i=1

-
il

n-r, n-r,+1
Jrz = 2 +l, 2 (rz eNn—l)

I =1[1,11.

Infatti, se si considera il valore assunto da A, individuati gli indicir, e r, dei
rispettivi intervalli di appartenenza di tipo I e J e gli indici h, e h, di rispettiva
posizione all'interno di questi intervalli per cui:

-1 n-r
A:hl+2(n—i):h2+( ) ZJ

si ha in corrispondenza:

—1

h2 & n—s
D _(A)= mau{Z(rl —Dh, +(2 J+ 2(2(5—1)(n—s)+( D 5

s=1 2
n-r, h, n-r,—1
h, + +(n-r1,—h,)
(3G reen27)
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ove h| ENn—r. € hz EN-n—rz'

Supposto poi che la probabilitd p, che si realizzi I'evento r-esimo su una
unitd territoriale sia costante per ogni evento di K, ossia p=1/, le relazioni
precedenti I', II' ¢ IIT" si riducono alle:

I E(N, )=A/k®
Var(N,.) = (Ak® + 2Dk — (A +2D)) / k*
Ir") E(N, )=2A/k

Var(N_ )= 2(Ak® +2Dk - 2(A +2D) /k*
HI)  B(N, )=AKk-1/k
Var(N,, J)=Ak-1)/k’.

Come & osservabile, nellaII1" la varianza & indipendente da D ed ancora nel
particolare caso di k=2 perde di significato laIII" ¢ le I" e le II" diventano:

") E(N,)=A/4
Var(N,, ) =(3A +2D)/16

Iy E(Ny)=A/2
Var(N, )= A/4

4. LE DISTRIBUZIONI CAMPIONARIE DEGLI INDICI DI
MORAN

Incondizioni di indipendenzadelle osservazioni spaziali e di equiprobabilita
delle modalita rilevabili, l'ipotesi statistica che si vuole provare attraverso il
test z & la presenza o meno di autocorrelazione spaziale, ossia se 'osservazione
di una modalita di una variabile qualitativa in una unita territoriale influenzi
quelle in unita contigue e viceversa ne resti da queste influenzata,

41 CASO DELLA VARIABILEN__ .
Essendo K={B, R, ...N} e |K | =k, indicata conrla genera modalith sia

nelle ipotesi formulate p=1/k {re K). Con riferimento alla variabile casuale
N,. . indicata con x una sua determinazione, &

Zgp.w =% = (Xk - A(k - 1))\' A(k - l)

Questa & funzione reale delle variabili intere x, A, k, ed in quanto definita
per
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0< XS[HJ—Hint((n—h)/k)

h—

" lo & anche di n con l'aggiunta della dipendenza delle determinazioni x da n,k
¢ dagli operatori di associazione L.

Per ciascun n, z, & rappresentabile in uno spazio R* da una nuvola di punti
non minore di

(Y (0 _"E:int((n—h)/k) g (n—2h+1
(RS ) il o

Essa ¢ limitata inferiormente da

2y = —AK=1)

limitata superiormente da
Zyr =VAT(K-1) per1<A<( ) "zmt((n h)/k)

e maggiorata da

Zys =VA/ (k-1 per( )

n—k

h='

int((n—h)/k)<A S(;]

essendo per queste 11m 12, ,=—¢ }E}l Zyer = 0.

Se poi la z, si pensa definita da variabili reali, essa ha differenziale totale
= (k/JAG=1))dx + ((A —k(A+%))/(2A/A(k - 1)))dA +
+ (((x —A)k—=2x+A)/ 2k =DAK= 1)))dk
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con componenti 9z, /dx sempre positiva, dz, /JA sempre negativa ¢ dz, /ok
sempre negativa ed ha per differenziale secondo una forma quadratica indefi-
nita.

Impossibilitati a rappresentare graficamente la z, che nella sua generalita &
dipendente da x, A, k € da n, se ne mostra una rappresentazione parametrica.

Considerati come parametri le variabili n e k, le superfici dilivelle ¢, sono
configurabili in una serie di spazi R}, doppiamente indiciati e se, inoltre, si
ipotizza, in ciascuno di essi, parametro, la variabile A, si ha di tali R}, , una
rappresentazione planare con sistema di riferimento xz,.

Stabilito poi un livello di significativita o, (sia ad es. ©=0.03), e tracciate
nei piani xz,le rette z =t 1.96 restano, per ciascuna rappresentazioen parametrica
planare, individuate tre zone una di accettazione caratterizzata dai valori di z,
tali che -1.96<z <+1.96 e due di rifiuto I'una per valori di z,2+1.96 e l'altra per
valori di z<-1.96 per le quali si parla rispettivamente di autocorrelazione
spaziale positiva e negativa.

A scopo illustrativo si presentano rappresentazioni parametriche planari di
z, per diversi valori di n e di k (fig. 4.1.nk) che rendono evidenti alcune
interrelazioni significative di tipo matematico-statistico tra le variabili x, A, k,
n
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Si riportano nel seguito alcune considerazioni di tipo matematico:

nelle rappresentazioni parametriche planari di z, i punti corrispondenti ad
A=costante sono allineati;
per ogni fissato k, se n">n’ i punti della fig. 4.1.n"k sono anche punti della

fig. 4.1.n" k; n
la simmetria dei valori & limitata al solo caso k=2 e per valori di A < [2)-
- int ((0-1)/2)");

per ogni fissato n, se k">k' si ha :
n n=k’
0<z,, ,<z, ,Pr0<A< (2) —Yint((n—h)/k');
h=1

per ogni fissato n, se k">k' si ha :
|{zk,. Izk.. <0}| 2 |{zk.|zk, <0|;

per ogni fissato k, z,_ & dotata di:

n
minimo assoluto minz, =— (zj(k -De

massimo assoluto maxz, = \/ (;) ~Sint((n=h)/ 1))/ (k—1);

perk=2, casodi modalita dicotomiche,& z, = (2x — A)/ /A rappresentabile
in una serie di

1/2[[11)"3[11])" Eint((n—h)/Z) _ amim(n—zh +1j
2 2 5 o 2

punti con minz, = — [2) emaxz, = \/(;]—int(((n—l)/z)z));

per k=n, caso in cui le modalita cromatiche siano pari al numero delle unita
territoriali, & per z:

minz, =—(n—-1)+/n/2 emaxz, =+/n/2.

Infine accanto alle considerazioni matematiche le rappresentazioni ne

evidenziano alcune statistiche:
- all'aumentare di k, numerosita delle modalita cromatiche, i valori espressi

da z,tendono a collocarsi nella zona di rifiuto caratterizzata dalla presenza
di autocorrelazione negativa;

- esiste k=k*, con k* minimo dipendente dal numero delle unita territoriali n

e dal livello di significativita o, tale che l'insieme dei valori z, appartenenti
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alla zona di rifiuto con la presenza di autocorrelazione positiva & vuoto,
- esiste k=k**, con k** minimo dipendente da n ed a, tale che i valori di z,
nella zona di accettazione siano solo [;]

4.2 CASO DELLA VARIABILE N_,
Se ci si limita a tener conto solo di congiunzioni che realizzano coppie

prescelte di eventi di tipo rs con r#s per la variabile casuale N, indicata con x
una sua determinazione, &

z,, (K*x —2A)/ 2AK’ +4Dk — 4(A +2D).

Questa & funzicne reale delle variabili intere x, A, D, k ed in quanto definita
per '

k=22
n
I<AZ
)
1
) ogxs(z)—int(((n-l}ﬂ)‘)
XA

D_(A)=D=D_ (A),

min

con I'aggiunta della dipendenza delle determinazioni x dan, k € dagli operatori
L e di quella dei valori D da n, A e dagli stessi operatori L.
La funzione z_, & limitata inferiormente da

z.., . =—-2A[~2AK* +4Dk - 4(A+2D),

rs.kex=0

per la quale & lm Z o = 0.

E limitata superiormente da

= A(k? —2)/+2AK? + 4Dk —4(A +2D)

le.klx:a\
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per ISAS[g]—im(((n—l)/Z)z) ed ¢ solamente maggiorata da

n\ . n
er,k|x=APef(z)—lnt(((n—l)/2)2)<Aﬁ(z), avendosi per questa

lim z = +oo,

Kestoo  T.K|x=A
Pensata la z_, definita da variabili reali continue, questa ha differenziale
totale:

dz,, = (k2 /24 =2)+4D(k=2) Jdx +

~((cx +2A)(0* ~2) - 8D(k - 2) / [(2AK* —2) +4D(k - 2))’ Jda +

+(2(k2x +2A)k-2)/ \/(2A(k2 -2)+4D(k - 2)))dD +((2kx(Ak® + 3Dk +

—4A - 8D)+4A(Ak + D)) /y/(2A(K* —2) + 4D(k - 2)*)dx

con componenti 0z, /0x sempre positiva, 9z, /0A sempre negativa, dz,,/d0D20
per (k’x-2A)(k-2)=0, 0z, /ok sempre positiva.

Se si considerano inizialmente quali parametri le variabili n,k si hanno
ipersuperfici di livello rappresentabili in spazi R, e se inoltre si considerano
parametri A e D si ottengono di z_, rappresentazioni planari con sistema di
riferimento xz_,.

Si stabilisca poi anche per z_, il livello di significativitd o, (nell'es. &
0=0.05), si traccino nei piani xz_, le rette corrispondenti di delimitazione delle
regioni di accettazione, in tal modo accanto a delle considerazioni di tipo
matematico:

- nelle rappresentazioni parametriche planari di z_, i punti corrispondenti ad
A=costante e D=costante sono allineati;

- per ogni fissato k, se n">n' della fig. 4.2. n'.k  sono anche punti della fig.
4.2.n"k;

- nelcasosiak=2,laz , =z, =(2x-A)/ /A & indipendente da D;

se ne evidenziano aanche alcune di tipo statistico quali:

- all'aumentare di k i valori espressi da z_, tendono a collocarsi nella zona di
rifiuto caratterizzata dalla presenza di autocorrelazione positiva;

- esiste k=k***, con k*** minimo dipendente dal numero delle unita territo-
riali n e dal livello di significativitd o, tale che l'insieme dei valori z
appartenenti alla zona di accettazione sia minimo.

Tali considerazioni matematico-statistiche sono rese intuitive attraverso le
rappresentazioni illustrate (fig. 4.2. n.k ) pur se limitate ai valori marginali

degli intervalli di variabilita di D.
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4.3 CASO DELLA VARIABILE N,

Infine, se si fa riferimento alla variabile casuale N_¢&

z,, = (k’x — A) / JAK® + 2Dk — (A +2D)

funzione reale delle variabili intere x, A, D, k ed n definita per:

k=2
0<x<A

n
1<A<
2

D, (A)<SD<D, (A)

con l'attenzione riservata (4.2) per le determinazioni di x e per i valori
assumibili dalla variabile D.

E limitata inferiormente da z
vamente {im z,

e superiormente da z aventi rispetti-

'k | x=0 mk | x=A

K|x=0 =0e P_I;E Zn‘,k|x=A = oo,
Considerata la z_, definita da variabili reali continue essa ha differenziale

totale:

dz,, =(k* //AG" =D +2D(k=1) Jdx +

—(((k +1)(A +k’x) +4D) / \[4(k —1)(Ak + A + 2D)’ )dA +

=D - A) /AR - D+ 2D(k—1) )dD+

(%A +3K*xD + k(A* - 2%A - 4xD) + AD) / /((k - 1)(Ak + A + 2D))’ Jak

con componenti dz,,,/0x sempre positiva, dz,,/dA sempre negativa, dz,,/0D>0
per k’x-A20, 0z, /dx sempre positiva.
Si traggono infine dalla z_, le seguenti osservazioni:
- nellerappresentazioni parimetriche diz_, i punti corrispondenti ad A=costante
e D=costante sono allineati e costituiscono una nuvola di al pil

(3] +o3))- 57" s

- per ogni fissato k, se n">n'i punti della fig. 4.3. n' .k, sono anche punti della
fig. 4.3.n" k ;
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2

n
- nelcasosiak=2,sihaz_, =(4x-A)V3A+2Dconminz_, =- [ ] /3

=3 " /413 " +2
em = :
axz, ., 5 5

- pel caso sia k>n si ha I'equivalenza logica z <0 <====> x=0.
Tali osservazioni si rendono evidenti nelle rappresentazioni parametriche
planari (fig. 4.3. n.k ) pur s¢ limitate ai valori marginali D, (A} e D__(A).

(1]
&
(T3
2
-
Fig. 4.3.9.2 n=3 k=2 A=9 k=2
16AL 36 D=Duin L SRS 36 D =Dwax
punti = 51 puntt = RLE
ig
=
i,
.gg;
H

cif e

Frg. £.3.9.3 n
1

3 &
A4 36 D =Daax
I = E
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5. CONCLUSIONI

L'itinerario seguito induce a legittimare un'asserzione di fondo ed alcune
possibili implicazioni.

La prima si riassume nell'incidenza della numerosita policromica k sulla
capacita del test z a svolgere il suo ruolo in tutte le condizioni operative, il che,
in altre parole, parla di una necessita di riconsiderare non tanto il campo di
applicabilita del test, quanto, piuttosto, la sua formulazione in generale.

Le implicazioni ulteriori, ed iri particolare quelle desumibili dalle simula-
zioni effettuate, secondo cui k possa essere al piu dell'ordine di \/H , hecessi-
tano di ulteriori ricerche finalizzate all'individuazione di un valido criterio per
definire la soglia.

In questa strada si cercheranno ulteriori approfondimenti e collegamenti tra
sistema informativo e sistema descrittivo dei fatti territoriali.
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