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RATIO MATH. 2
(1991, 1-12

UN PROBLEMA TRIDIMENSIONALE Di
TRASPORTO FUORI DI UNA SFERA
RIFLETTENTE

L. Bassi, P. Gamba (¥)

SOMMARIO. In uesto lavoro studiamo "equazione lineare monoenergetica di Boltzmann nello
spazio esterno ad una sfera di raggio a > 0 con condizioni al contomo di riflessione speculare.
Servendoci della teoria dei semigruppi di operatori lineari positivi in spazi di Banach dimostriamo
che I'opcratore di streaming & il generatore infinitesimale di un semigruppo fortemente continue
di contrazioni positive, di cui diamo la forma esplicita, e che P'operatore di Boltzmann & il
generatere infinitesimale di semigruppo fortemente continue e irriducibile. Inoltre studiamo in
maniera completa lo spettro del!operatore di streaming.

ABSTRACT. In this paper we study the linear monoenergetic Boltzmann equation in the space
external toa sphere of radius a > 0 with specular reflection boundary conditions. By means oftheory
of lincar positive operator semigroups in Banach spaces we show that streaming operator is the
infinitesimal generator of a strongly continuons semigroup of positive contractions. of which we
give the explicit form, and that Boltzmann operator is the infinitesimal generator of an irreducible
strongly continuous semigroup. Moreover we siudy completely the specirum of streaming
aperator.

1. INTRODUZIONE

L’equazione lingare del trasporte di Boltzmann fu usata all’inizio per lo
studio del trasporto di energia radiante in atmosfere stellari o planetarie ([2], [9]
ed in seguito per descrivere il trasporto di neutroni e raggi gamma in sistemi
nucleari ([1], 141, [$]}: nel primo caso la funzione incognita rappresenta
I'intensita di radiazione, ncl secondo la distribuzione di particelle.

(*) Dipartimento di Matcrmatica “Vito Volterra”, Universita degli Studi di
Ancona.
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Uno studio dettagliato dell’equazione lineare del trasporto & stato fatto da
Voigt [13] ed alcuni dei pitl importanti risultati di questo studio sono stati usati
nel nostro lavoro. Per I'equazione lineare del trasporto & importanie conside-
rare sia problemi interni, derivanti dalla teoria dei reattori nucleari, sia quelli
esterni, derivanti dal trasporto di radiazione.

In questo lavoro ci serviamo della teoria dei semigruppi di operatori lineari
in spazi di Banach L ( 1 €£p < o).

Tale teoria si & sviluppata abbastanza rapidamente a partire dal teorema di
generazione di Hille e Yosida del 1948 e da allora si & estesa con importanti
applicazioni a molti campi dell’analisi grazie soprattutio a Ralph Phillips [7].
Tuttavia solo in tempi recenti la teoria ha avuto un’adeguata sistemazione
essenzialmente basata sulle tecniche sviluppate per gli operatori positivi su
spazi di Banach e combinande [’ analisi funzienale con lo studio di problemi di
Cauchy collegati in particolare con problemi concreti di evoluzione in teoria
del trasporto, biomatematica e fisica ([3], [10], [11], [12]).

Sia X une spazio di Banach ed A un operatore lineare da ‘0(A) < X in X;
dato x € X il problema astratto di Cauchy per A con dato iniziale x consiste nel
trovare una soluzione f (t} del problema

df(t)
de

=ATf(1), t>0

(%)
f(0) = x

dove per soluzione si intende una funzione f (t} a valori in X tale che f (1) ¢
continua per t 2 0, derivabile con continuitd, con f (DED(A) per t>0e
soddisfacente il problema (*). Se A & il generatore infinitesimale di un
semigruppo fortemente continuo di operatori T (t), il problema astratto di
Cauchy per A ha soluzione unica f (t) = T (1) x, per ogni xe D (A).

In questo lavoro, nel paragrafo 2 introduciamo le notazioni usate nel seguito
e definiamo I’operatore di streaming T e I"operatore di Boltzmann B.

Nel paragrafo 3 studiamo 'operatore T, mostrando che esso & il generatore
infinitesimale di un semigruppo fortemente continuo (tecrema 1) di cui diamo
la forma e stabiliamo le proprieta spettrali di T (teorema 2).

Nel paragrafo 4 esaminiamo 1’operatore B, che, per il noto teorema di
perturbazione limitata, risulta generatore di un semigruppo fortemente conti-
nuc di cui diamo (teorema 3) una importante proprieta mostrando che esso &
irriducibile,

2. FORMULAZIONE DEL PROBLEMA

Consideriamo 1’equazione di Boltzmann lineare monoenergetica nello
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spazio D esterno ad una sfera diraggio a >{), assumendo condizioni al contorno
di riflessione speculare.

Supponiamo che lo spazio S delle velocita sia la sfera unitaria di [R* e che
la sezione d’urto sia costante.

Pertanto esamineremo I’equazione

A (L O D=—QV_ f(r, &0 —fFQ O+
dt i

+ J.s K(r, O, QO f(r &, nddy, (1
insieme alle condizioni iniziali ed al contorno.

In()f (?, ﬁ 1) pud essere considerata o come intensitd specifica di
radiazione o come funzione di distribuzione delle particelle nello spazio delle
fasiDx Saltempot; k:Dx § x § — [R rappresental’albedo per singoloscattering.

Introducendo su D larestrizione della misura di Lebesgue i e su S lamisura
di superficie @, supponiamo che k sia una funzione misurabile strettamente
positiva.

Al fine di scrivere il nostro problema in forma astratta, sono nccessarie
alcune notazioni ed alcune definizioni.

Indichiamo con nplamisurasu D x §, ciod n=(u | D) x . Denotiamo con
C'-”C {DxS) I'insieme di tutre le funzioni complesse su DxS che sono continue,
derivabili con continuita rispetto alle variabili spaziali e a supporto compatto;
infine sia X=L? (DxS) lo spazio di Banach complesso dotato della norma
usuale.

Si definiscone gli operatori T, e K come segue:

D(TY={fe X:Ig€ Xuleche Vg€ C'* (Dx8), JI(-Q+V -l fdn

=-lpgdn)
T,f:=¢

DK)=X RK) <X

- — —

(Kf): = js k(@ Q, M Qd Q.

1.0 —
Osserviamochesefe Callora2 Tf=-Q+«V_-f

Detta o la misura di superticie sulla frontiera d D di D, consideriamo il

J=al

e e ] - — -
t L2=n(r) >0}, essendo n{r) il versore normale inr € dD entrante nello spazio
D.

prodotto | Qe n (F) | oxw come misura su I :=1{r,Qe dDxS,
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Possiamo cosi scrivere

10, = {1, 1F o Q) 1120 (r)ld (oxan } 2.
St introducano ora le funzioni t, : DxS — [0, + o) definite come segue:

t,(r, Q) =inf {50 £t QD ¢ D)

che nel seguito saranne indicate semplicemente con t,_ qualora non sorgano
ambiguitd nel simbolo. i .

Se f € © (T,), esiste una funzione f € D (T,) che soddisfa f = f quasi
dapperiutto (g.d.) e tale che la funzione

A= - —

[T, t+] It=fr+1tQ, e R

- —
sia assolutamente continua per quasi ogni (q.0.) (r, £) € DxS.
Se-t <t <t <1, allora &

L A

Jlt, VD2, Q) dt=f (r+0Q, Q) - f(r+1° Q, Q)

per g.o. (ri fi) e DxS.
Possiamo porre

BOHED=lmfr£1QQ), Qe X,

[AFs)

in quanto il limite esiste q.d. su Z, ¢ non dipende dalla funzione f; le funzioni
B.f sono misurabili [13].
Le condizioni al contorno son definite dall’operatore J come segue

{ DIy=17(Z) RDHclrE)
GHhED=frmQ) .Oes

- -3 - o - = = = o
dove e t(r, Q) :=1r, Q-2 [Qsn ()] n (r)].

L’ operatorc J descrive la condizione al contorno di riflessione perfeita di
tipo speculare; poiché l'applicazione T : £ — Z_ ¢ bijettiva ¢ conserva la
misura, J & un operatore positivo con [Jll = 1.

Possiamo ora definire I'operatore T come segue:

l D(Ty={fe D(TY:Bfe Lr(X);Bf=IB f) R(McX

Tf:=Tf

o
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Allora stabiliamo il problema di Cauchy in forma astratta
df/dt=Bf f(0) =f,
dove |’operatore B & I’operatore di Boltzmann
DBy=D(IH RBcX
(BO (r, O) = [(T+K) ] (r, ).

Definiamo infine alcuni spazi ed alcune funzioni che saranno utili nel
seguito [13]:

Vi = {(:, é) € DxS:t <+ oo (r_;'_t_gf).gf;ﬁol
A [(r, Q) € DXS 1 t< + ox; @@36 0
Vii= {(E El) e DxS:t =+ oo},

E’ facile riconoscere che: DxS=V* UV UVT =V LV UwV ; V'sono
insiemi aperti in DxS.

Inoltre osserviamo che t sono funzioni continue su V=,
+

Al fine di parametrizzare V*, definiamo gli insiemi V* aperti in dDxSxR*
e le applicazioni p* come segue

VE={(r, Q.0 I, x (0, +2) 1 0 < 1< L, = + o],
Pt VE 5 VE
P (17,) EJ t:= (;itfz), ﬁ).
Seqgt: vVt V*, date da qt (T', ﬁ) = (?;t;(._!), E_i t:)’ sono le inverse delle p*,
osserviamo che p* e q* sono applicazioni bijettive continue.

Useremo su \mfi le misure TL ={ | Q'I: (r) | oxm)xy, notando che le applica-

zioni p* e g* conservano la misura rispettivamente 1, e 7.

3. LOPERATORE DI STREAMING T.

Per quanto concerne 1’ operatore di streaming T si dimostra il seguente
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TEOREMA 1. L'operatore T é il generatore infinitesimale del semigruppo
fortemente continuo [U(t); 120} dafo da

eth (?— tfl, E)) se (?, El) e Vo UV o (?, E)) c Vicont >t

Unh= 3)

e h[p_(t(r-t_, Q) t-t)] se(r,ye Vicont_<t
che é semigruppo di contrazioni positive.

Dim. Grazie al teorema 5.1 1 della monografia di Voigt ([13], p. 99), sappiamo
che I’operatore (T+1) &1l generatore infinitesimale di un semigruppo fortemente
continuo di operatori lineari e limitati, la cui norma & minore o uguale al max
{1, IJI1}. Poiché nel nostro caso & Dll=1,(T+]) & generatore infinitesimale di un
semigruppo di contrazioni. Da cid e da un noto teorema di perturbazione {[5],
p. 280), segue che T stesso genera un C-semigruppo {7ty t2 0} che [IU (DIl
<e'V t 2 0. Per riconoscere la validita deila (3), osserviamo che ogni numero
complesso A, con Reh > -1, appartiene allingieme risolvente di T. Pertanto per
tali A e per ogni h € X, il problema

(ATyf=h 4

ha un’unica soluzione { € D(T), data da

f=R T h= | " U hd 5)

Ma possiamo anche risolvere il probiema (4) usandolo stesso procedimento
scguito da Voigt ([13], p. 100). Notiamo che 1’operatore T? definito da

DT = [fe D(T):B,f=0}
Tof ;= T f

¢ il generatore infinitesimale del semigruppo di contrazioni positive {"U, (1);
120}

eth (r- 16, Q) per () e V.UV,

Uy(t) h = o(r.Q)e Vret >t

0 altrimenti.

Per ogni @ € L? (Z ) poniamo
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e-(l-t-])i [0} (:t753 g_i) per (]T: S_i) e v
L, @): =
0 altrimenti.

Come dimostrato da Voigt ([13], p. 100) ¢ facile vedere che il problema (4)
ha come soluzione la funzione

f=RGA:THA+LOwIB RO:TY A ciog

fe™ e drval e hp e LQ Q. L)d

. per (E ﬁ) e V*
fr,L)=

et @, @) dt, per (r, D e V*

Confrontando questo risultato con 1a (5), deduciamo i"espressione di “U (t).

Da questa espressione possiamo anche vedere che gli operatori U (t) (t20)
sono tutti positivi.

Per completare lo studio delb’operatore T stabiliamo le sue proprietd nel
seguente

TEOREMA 2. If piano spettrale di T é suddiviso nel seguente modo:

0 p (M={re C:Rehr# 1}

(i) G (T)=0

(iii) 6 (M=9

(iv) 6 (T)={he C:Reh=-1}.
Dim.

(1) Peril teorema 1, p(T) > {A e C; ReA>-1}. Come nel teorema 1, possiama
facilmente vedere che I" operatore -T & il generatore infinitesimale del C,-
semigruppo {#{t):t <0} definito come segue:

ehr+.Q) se@ e VUV, o (.G)e Vcont >ltl
7ty h=

e h (p+ {1 (?+t+fl, ﬁ), t— t.+)) se (?, ﬁ) e V con < el

Possiamo facilmente vedere che l #{t) I<e'e quindi p Ty D {Ae C;
ReA>1} e pertanto p (T) o {Ae C; Rei<-1} .
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Per 0<6<1/2, siano u; le funzioni

-r(F,2) —iev(F,2le(#,2)
e

e se (F,ﬁ)EV"' con 2<u<é

L)

uy (F,00) —{
0 altrimenti
dove v (r, §) := ﬁ Pt ) —a,ur O = ldQ (-t ).

Con semplici calcoli, mostriamo che, se A=—1+ib, le funzioni u, soddisfano
le seguenti condizioni:

2_2 qpt1
p
a lulf >%2 2 5o

5 T —Nus s = hvu, IE =

_8x%a*(1-6" s
p(p+1)

———=0 perd 0.

Pertanto 6 (T) = {ALe C:Reh=—1}ep(T) = [he C: Reke_1} [R].

(ii) Si dimostra che per ogni A € €, l'unica soluzione dell'equazione (A-T) f=0
¢ la funzione nulla q.d.. Poiché la funzione t > f (rltﬁ, S_i) & assolutamente

continua per q.0. (ri ﬁ) € DxS, essa & q.d. derivabile, e si ha
(— - vaN)E-10,0) = 8 r(7-10,0)

e l'equazione {A-T) =0 diventa

S EG-t2,0) - O+ D) PG 16,

la cui soluzione ha la seguente forma:

g AHi- f(f‘—t_f],ﬁ) per (?,ﬁ) e vt
1(7,0) = { TV p(Rat 0,6 per (£, e v-
Pal f(f'—-tﬁ,ﬁ) per (;,ﬁ) e vinv:
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>

Sia 1t _ il piano equatoriale perpendicolare ad Q per ogni Qe S, allora
]

VENVI-{GM;i-F+t,FE R, IFI 28, tE R}
€ pertanto

Hfllﬁ-] fe M (R, Q) ° dn +
vinvz

+ I\ (@O o, 0) P dn + J D e, ) dn -
vt v
e
=I dw[ d(mwé)I o PRI e ) P at +

S A NFariza)

+on

A

+ e—tpRell-{-l!I [Bof IP 102-0(F) | dloxw) dt +
0 Z+
e

+ ctpRe[K+ll I IB_f P 1€ 7(f)| dloxw) dt,
“o .

Il primo integrale al secondo membro converge se ¢ solo se f(r, 3)=0 per q.o.

(r,e Vir\ V". Per quanto riguarda gli altri integrali, vediamo che

+-oo
] e—tpRen+1]J- IB4f P 1Q-7(F) ] dloxw) dt +
[} Z+

oo
+I etrRe 1) j IB_f [ 192 -&(F) dloxw) dt —
o ¥
e o
_ I e tPRetx+1) I Byt P dt +J ctPRe(r+1) KB_fI” dt -
o ()
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oo

_E]- [ e—tpR.n+1] + etpRa(Jw-n) ] ) B_f || dt
0

che converge se ¢ solo se B_f=0 per q.o.(r, Q)€ T _. Ricordando che IB _fll =

IB fll, anche B_t ¢ nulla q.d. su X . Pertanto (A-T) =0 se e solo se f=0 quasi

dappertutto. Resta cosi dimostrato che & = g.

(iii) L'operatore T: .”(DxS) — L¥DxS) & un operatore lineare chiuso definito
densoepercido, T=o (T7)([4], prop. 2.2, pg. 64), essendo T™ I'operatore
aggiunto definito da

PT) = {$ELUDXS), [+ § ~1:02-V$ — ¢ €LU(DXS);B,6-IB.¢)

T'¢--Vé— ¢.

Se p=1, l'operatore aggiunto T” ¢ definito da
DT )= {peL=(DXS):02- Vg - g €EL"(DXS5);Byp = IB ¢}

T'¢ =S2-Vo — ¢ .

otteniamo o, (T") = @ con lo stesso procedimento seguito in (ii).

(iv) Da (i), (ii) e (iii) segue immediatamente che ¢ (T) = {A e C; ReA=—1).

4. IL SEMIGRUPPO GENERATO DA B.

Poiché T ¢ il generatore infinitesimale del semigruppo di contrazioni “(t)
¢ K & operatore limitato in X, I'operatore B:=T+K & il generatore infinitesimale
del semigruppo fortemente continuo {“W (t); t > 0} definito come segue:

11
W(t) =,§'_:u°u,(t) , Welt) = UCL) | W, (t) = I WU(s)KU,. (t—5s) ds.
)

Essendo poi K & “U (1) operatori positivi, {“W (t); t = 0} risulta essere un
semigruppo di operatori positivi.

Dalladisuguaglianzall™W(t)ll<e '™ segueche {"W(t);120} & semigruppo
di contrazioni se IIKII<1.

Pertanto sono vere le seguenti affermazioni:

(i) perognif, € “IAT)il problema astratto di Cauchy (2) ha soluzione unica
data da

(1) = W(Of,:

10
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{ii) se il dato iniziale & non negativo, la scluziene forte del problema (2) &
anche essa non negativa;

(iii) I'applicazione t — [If(DIl & non crescente se IKII<1;
(iv) se I-IKI>0 & If()ll < ™™ If, ]| ¢ quindi lim f(1) = 0.

Per quanto riguarda il semigruppo {OW[t); = 0} generato da B, si dimostra
una ulteriore proprietd enunciata nel seguente

TEOREMA 3. /I semigruppo ["W{(0)} é semigruppo irriducibile di operatori
positivi.

Dim. Ricordiamo che un semigruppe di operatori positivi {™W(0); t 20} suun
lattice di Banach X si dice irriducibile se gli unici ideali chiusi invarianti
rispetto a {"™W (t); t 20} sono {0} ¢ X.

Gli ideali chiusi di X hanno la forma:
#o=1fe X:1(r, ) =0perqo. (r, {2) € DxS\E).

dove E & un sottoinsieme misurabile di DxS.

Un ideale chiuso & “Winvariante se e solo se lo & sia per “Uche per K {[12],
p. 307 prop. 3.3).

Pertanto & sufficiente mostrare che se. %, con 7] (E) > 0, & invariante sia per
“Uche per K, segue necessartamente E = DxS,

y = =

Poiché k (r,£2,€2)>0,. sard invariante per |"operatore K solo se E= D, xS,
essendo D, un sottoinsieme misurabile di D con g (D, >0.
[noltre 7, & invariante per ogni "U{t) solo se E & invariante per ogni traslazione

(. Q) > (rt€, Q) con 0 <t < .
Pertanto D, deve coincidere con D, ciog Fo=X
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