Ratio Mathematica 11
(1996), 105 - 114

FUNZIONI IPERBOLICHE E CIRCOLARI:
UN CONFRONTO

Vincenzo Di Marcello’, Franco Eugeni’’, Giovanni Mataloni™™

SUNTO - Nella presente nota si introduce la nozione di arco associato ad un
settore iperbolico ¢ si studiano le relazioni tra funzioni circolari ed
iperboliche di argomenti associati.

1. INTRODUZIONE.

E’ ben nolo che I’analogia tra circolare e iperbolico nasce con il considerare
un punto variabile sulla circonferenza standard ad un punto variabile
nell’iperbole equilatera standard.
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essendo & e / legate alle arce tratieggiate dei seltori circolari ed iperbolici

indicati in figura.
Le funzioni iperboliche e le loro derivate si riassumono nella tabella

segucnlc:

y=coshx y' =senhx

y = senhx y' =coshx

y = Ighx y'= % =1- rghzx
cosh™x

e i grafici delle suddelte si presentano con il scguente andamento:
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y=coshx y = senhx y=Ighx
(catenaria)

106



Num. 11 - 1996 Ratio Mathemalica V. Di Marcello et alii

Le funzioni inverse sono chiaramenic

y = self coshx y = sell senh x y = sell ighx
3>0)
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Fig. 3

Le relative derivate non sono difTicili da esprimere, tali essendo
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Sia dato un settore iperbolico setth(HAP), esia @ I'angolo HAP ¢
A(APP') rarea del triangolo APP’
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L’arca della figura setth(HAP) ¢ data da:

area setth (HAP)= A(APP’)- J. senht d(cosht)

= -lsenh.f cosht — l.wnh! coshi —-f- =
2 2 2

= l senhcosh t — l.swrh fcosh I + r=1
2 2] 72

Ne nasce una semplice inlerprelazione geometrica. L’argomenio delle
funzioni coshi, semh t che descrivono il punto P individuato dalla retta
inclinata di & & il doppio dell’area del seith (HAP).

Chiameremo 'arco & (compreso tra 0 ¢ I1/2) HAP arco associato al

settore 7/2.
11 paragrafo successivo € dedicato a trovare delle relazioni tra @ ¢ £ .

2. RELAZIONI TRA ARCO E SETTORE ASSOCIATIL.

Un primo legame tra @ ¢ .f,:{ 2 ¢ quello che si desume dal seguente
ragionamento.
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Avendosi

0 = (cosq, sen ) P = (cosh t, senht)

scaturisce una proporzionc data dalla similitudine dei triangoli OQ'Q e

(R

seh t 3 cosh

senp  cos@

OVVero:

1gp=1Ight

Una scconda relazione si olliene introducendo un arco & che prende il
nome di amplitudine iperbolica di f .
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Fig. 7

Fissato un arco & tra Oc IT/2 si conduca la retta per O inclinata di &
fino al punto P (cos3,sen ). Siproseguala OF fino ad incontrare la
retta tangente in 77(1,0) nel punto 7(1, 1g8). Da 1" si conduca la
parallela all’asse delle x fino ad incontrare I’iperbole nel punto(J. Tale
punto si determina dal sistema

y=1g8d
xt -yt =1
da cui
r:Jlerz :\/1+Ig19 il
cos g
e quindi:
1 sen&
cos 3 cos
La proiezione (" sull’asse delle x ha coordinate Q' ( 5 ,0). Larelia
cos

tangente in P ha equazione:
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xcos 3+ ysen § =1

che come si verifica facilmente contiecne ('. In termini grafici quanto
provato si riassume nella seguente figura 8:
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La tangente all’iperbole in O(cosh {,senl 1) ha equazione:

xcoshit—ysenht=1

ed incontra I'assc X nel punto M( ,0) e l'asse y nel punto

cosht
1
senht’

M'(-

0).

Ma poiché avevamo provato che le coordinate di () somo anche

1

)= (—-I-g-,l‘gQ) svolgeremo ora una ulteriore seric di considerazioni
cos

basate sulle scguenti figure
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Fig. 9

La tangenic al circolo in / passa per S, picde della perpendicolare
condotta da @ ad X, c la tangente all’iperbole in O passa per M, piede
della perpendicolarc condotta da P ad x .

Il parametro ¢ indica P'angolo AOP o P'arca del scttore circolare
POP’; il parametro x I’arca del scttore iperbolico QOQ". Si ha
immedialamente:

chit=secd =08
SO=sht=1g9=AT

AK =tht =sen3 = MP

OM' = cosech ( =cot 3 = BT"
sech t = cos § = OM
BK'=coth t =cosecd = 0§’

Fra I’argomento ¢ "amplitudine csistc la relazione

ol

alla quale si puo dare la forma semplicissima

n'rr—.f &
7~ 873
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segue allora che

scgue

In particolare si ha:

Ratio Mathematica
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9 cosh t
cos9 = -
(1:30.5'.332 { + senh® t)/'“/'
senh t
send =

(cosh? £ + senh? t)}i
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Fig. 11

che sono le formule esprimenti il legame tra seno ¢ coseno di un arco ¢ del
mezzo seltore iperbolico associato.

coshit =

cosy

(r:.':.r.s;2 9 — sen’ .S')y1
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send

(COSZS - senz.?)’yz

senfr i =
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