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UN ESEMPIO DI IPERGRUPPO
OTTENUTO MEDIANTE COMBINAZIONI
LINEARI

Emma Gelsomini

SUNTO - La presente nota ¢ il riassunto di una breve conversazione tenuta
nell’ambito di un seminario della Facolta di Architettura del Politecnico di
Milano, che tendeva a fornire esempi di ipergruppi, mediante strutture
clementari, e note agli studenti del biennio universitario. E questa la ragione
per cui invece di presentare 'esempio nella sua forma pit generale, come
indicato nel paragraflo quattro, ho preferito presentarlo mediante I'wtilizzo
dello spazio vettoriale delle funzioni di una variabile reale.

ABSTRACT - This paper is the summary of a conversation that took place
at the Politecnico of Milan during a seminar in which we wanted to give
examples of hypergroups by means of elementary structures. This is the
reason why the cxample of hypergroup is presented by means of a veciorial
space ol a real variable, inslead of utilizing a more general form suggesied
in h four,

1. E ben nota la nozione di gruppo. Ricordiamo, con LOMBARDQ
RADICE [6]. che un gruppo ¢ una coppia {G,'), dove G ¢ un insicme e
® ¢ una operazione binaria interna soddisfacente i seguenti assiomi.
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(a). E associativa.

(b). Le cquazioni di primo grado @a® x=25 ¢ y ® @ = b hanno una ed una
sola soluzione in G .

. . " v 2 —1 #
Si chiamano elemento neutro # di (G,') ed clemento inverso a di

a €7, rispeltivamente, gli clementi di G soddisfacenti alle seguenti

Mot -1 = =k
relazioni, wea=aei=a e¢ asa =q eda=1u. Si dimostra,

altraverso gli assiomi (a) e (b), che esisle !'elemento neutro di (G,') e

Vinverso di ogni elemento di G .

1.1. Si chiama ora ipergruppo (CORSINI [2],[3]) la coppia (G,U) dove G
€ un insieme non vuolo e

LI o:GxG— P'(G)

¢ una applicazione di &G x G nell’insieme P'((G) delle parti non vuote

diGG.
1.1.2, L’operazione © ¢& associaliva:

Vx,y,ze(G xo(yoez)=(xoy)oz,
dove
-(x Uy)uz: Uaﬁxﬂyauz

xo(yoz)=U,q, X°b.

1.1.3. Per 'operazione © wvale la scgucnle proprictd, detla proprieta di
riproducibilita:

Va,beG, dxeG:beaox 3dyeGbeyoa.
1.2.E’ ben noto che sussisle il seguente

TEOREMA. Sia (H ,0) un ipergruppo. Si supponga che ogni iperprodotto
sia un singleton. Allora l'ipergruppo é un gruppo.

76



Num.11- 1996 Ratio Mathematica E. Gelsomini

Tale teorema. di facile dimostrazione, giustifica il nome di ipergruppo dato
ad una iperstruttura che soddisfi gli assiomi 1.1.1, 1.1.2, 1.1.3.

2. Sia ora X un insieme numerico non vuoto. Sia A Linsieme delle
applicazioni definite in X, Si chiami

o dxA—P'(A4) (0

'operazione che associa ad ogni coppia ordinata ( fnf z) eAx 4
I'clemento di P'(A), insieme delle parti non vuote di A, secondo la legge

Vivfred, fiofr={Af1+pffanen. @)

Si vuole verificare che la coppia (A,U) & un ipergruppo.

3. Iniziamo con il notare che la (2) fornisce una applicazione
g.Ax A— P'(A), (cfr.(1)), come richiesto da 1.1.1.

3.1. Proviamo ora che Vf g,/ €A risulta

(fog)oh=fo(goh), (3)

come richiesto da 1.1.2. 5i ha infatti

fog={Af +pgines
¢, quindi,
(fog)oh= {p(ﬂf + ug) + j’fi‘}p,).,y._r eR=

= {If +Eg+ﬂ?}l_,ﬁ,y e R o

essendo A = pA ¢ i = ppt. Non dipendendo I'ultimo membro della (4)
dall’ordine in cui le funzioni sono considerate, la (3) & provata.

3.2. Proviamo ora la proprieta di riproducibilita (cfr. 1.1.3), tenendo conto

che I'iperoperazione (1) introdotia ¢ chiaramente commutativa. Proviamo
che
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Vf,hed,Ixed:he fox, (5)

come richicsto da 1.1.3. Proviamo cioé¢ che, date comunque f, g, csistono
A, i eN, x € A, taliche
he{df + ). (6)

La relazione (6),c quindi Ia (5), sono manifestamente verificate se si prende

A=0,x=kh(con k eM/{0}), u=1/k.

3.3. La struttura (A - CF) ¢ dunque un ipergruppo conunutalivo.

4. L’csempio illustrato ¢ certamente semplice da presentare considerando
solamente la nozione di funzione. Chiaramente, ¢ con immediati ¢ semplici
cambi di notazione, I’escmpio su esposto si generalizza al caso in cui
I'insieme A sia il sostegno di uno spazio vettoriale di dimensione anche
infinita, su un arbitrario campo, anche finito, potendosi in tale strutlura
usare la nozione di combinazione lincare.
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