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UNA CARATTERIZZAZIONE DELLE
CONICHE DI PG(2,q)

Stefania Ferri ™

SUNTO - Si prova che un k-insieme K di PG(2,q), con k < q+1, di classe [0,
m, n];, rispetto alle relte, tale che per egni punto di K passi, al pit, una retta
m-secante K, & una conica. .

ABSTRACT - We prove that a k-set K of PG(2,q), with k < gq+1, ol class |0,
m, n}, , with respect to the lines, such that for each point of K meets, at the
most, a m-secant line, is a conic.

INTRODUZIONE

0. Ricordiamo, cfr.[5], che un k-insieme K di uno spazio di Galois di
dimensione r ¢ ordine g, PG(r,q), si dice di classe [s, m, n]; , rispetto alle
relte, 0 < s <m < n < g+l, se le relte di PG(r, q) possono intersccare K solo
in's, m, n punti; K ¢& di tipo (s, m, n), , rispetto alle retle, se ¢ di classe [s, m,
n); ed esistono efleltivamente rette di PG(r,q) che intersecano K in 5, m, n
punti.

E’ noto che una conica di PG(2,q) € un (g+1)- insieme, costituilo da
punti a tre a tre non allineati di tipo (0, 1, 2), , rispelto alle retle.
In questo lavoro proviamo che un k-insieme K di PG(2,q), soddislacente
certe condizioni, € una conica.
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CARATTERIZZAZIONE DELLE CONICHE DI PG(2,q).

1. Vogliamo dimostrare il seguente

TEOREMA 1 - Un k - insieme K di PG(2,q), con k <q+1, di classe
[0, m, n], , rispetto alle reite, tale che per ogni punto di K passi, al piii, una
relta m-secante K, é una conica di PG(2,q).

DIMOSTRAZIONE: Detti tg, 1y, 1, i caratteri di K rispetto alle relle,
cioé i numeri delle rette di PG(2,q) che intersecano K rispeltivamente in 0,
m, n punti, si ha, clr.[6]:

to +t, +t, =q* +q+1
mt_ +nt, =k(q+1) (L.1)
m(m-1)t_ +nm-1)t, =k(k-1)

incui:
ls=m=q 2<sn= gl (1.2)

Dalla seconda e terza equazione di (1.1) si ricava:

=k[n(q-|—1)—-k—q] : :k[k+q—m(q+1)]

1.3
5 n(n—m) &

m

m (n—m)

Dovendo essere t, = 0, dalla prima delle (1.3), si ha k+q-m(q+1)=0,
cioé m<(k+q)/(q+1) ¢ poiché, per ipotesi, k < q+1, risulta m<(q+1+q)/(q+1)
=2 -1/ (q+1) e quindi, dovendo essere m intero, m < 1. Poiché per la (1.2)
& m = 1, sard necessariamente m = 1.

Dimostriamo ora che per agni punto P di K deve passare almeno una

refta m-secante, cioé una I-secante K.
Preso infatti un punto qualsiasi P di K, se le rette per P fossero tutte n-
sccanti, poiché i punti di K si distribuiscono sulle q+1 rette per P n-sccanti,
si avrebbe (n-1)(q+)])+1= k. Poiché, per ipotesi, k < q+1, dovrebbe essere
(n-D(g+1)+1 < g+1, cioé n (q+1) < 2q+1 da cuin <2 - 1/(g+1) ed essendo n
un numero intero sarcbbe n < 1 contro la (1.2). Ne segue I’asserlo.

Poiché per ogni punto P di K passa, per ipotesi, al pii, una 1-sccante,
ne segue che per ogni P passa esattamente una 1-secante K. Allora il numero

{, delle rette di PG(2,q) 1-secanti K, sara uguale a k. Quindi dalla prima
delle (1.1) in cui si ponga m=1 si ha:
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L=k=k[n(g+t)-k-q]/(n-1)
cioén (q+l)-k-¢g=n-1, da cui

k=(n-1)q+1 (1.4)

Pero, per ipotesi, k < q+1; nesegueche (n- 1) g+ 1 s g+l =>n<2.
Avendo supposto per la (1.2) n = 2, dovra essere n = 2.

Sostituendo n = 2 nella (1.4), si hache & =g+1.

Dalle (1.3) in cui m=1, n=2, k=q+1 si ha:

h=q+1 Lb=q(g+1)/2 (1.5)
¢ dalla prima delle (1.1) per m=1 ed n=2, in cui si sostituiscano I¢ (1.5) si ha
b=q(g-1)/2 (1.6)

Dunque K ¢ un (q+1)-insieme costituilo da punti a tre a tre non
allineati (cio¢ un (q+l)-arco) in quanto una relta qualsiasi di PG(2,q)
interseca K solo in 0, 1, 2 punti. Esistono eflettivamente tali retie perché,
per le (1.5) ed (1.6), i numeri t , t; , t2 sono tutti diversi da 0. Dunque K &
un (qt+1)-arco di PG(2,q) di tipo (0, 1, 2), rispetto alle rette e quindi & una
conica.

I1 teorema 1 resta cosi provato,
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