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SULLE CURVE CHE CONTENGONO
TUTTI | PUNTI DI UN PIANO DI FANO

Osvaldo Ferri , Raffaella Iafisco”

SUNTO - Si dimostra che esiste una sola curva irriducibile di ordine minimo
che contiene tuiti i punti del piano di Fano, ¢ sc nc delermina l'equazione.

ABSTRACT - The cxistence of only one irreduciblc curve, of minimum
order, containing cach point of Fano's plane, is proved and its cquation is
determined.

INTRODUZIONE

0. Ricordiamo (cfr.2) che il piano di Fano S;; € un piano proiettivo [inito
costruito su 7, (campo dei resti modulo 2).Tale piano & quindi coslituito da
selte punti ¢ da sette rette che, in un riferimento proiettivo O(X,, X, X; ).
(ove x,=0 ¢& lequazione della retta impropria), sono rispettivamente
0(0,0,1), 1(1,0,0), J(0,1,0), A(0,1,1), B(1,0,1), C(1,1,0), UL e x,=0,
X, =0, X, =0, Xp+x, =0, X +X; =0, X, +X,=0,X,+X, +X,=0 ¢
ognuna di tali rette contiene esattamente tre punti di 8,,.

Precisamente la prima rctta, x, =0, contiene i punti O, J, A, la scconda
x, =0,ipunti 0,1, B, laterzal, J, C, la quarta i punti O, C, U, la quinta I, B,
U, la sesta I, A, U ed infine I'ultima contiene i punti A, B, C.
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In questo lavoro si vogliono determinare le cquazioni delle C" curve
algebriche di ordine n, invadenti S;3, cioé¢ conlenenti tutti i punti di S,,,
irriducibili in I; (chiusura algebrica di v,), e di ordine minimo.

Si prova che deve risultare n = 4 ¢ che esiste una sola C* di cui si determina
’equazione.

PROPRIETA' DELLE C" INVADENTI S;..

1. Iniziamo a dimostrare la segucnte:

PROPOSIZIONE 1 - L'ordine di una C" di Sa2, contenente tutti i punti di
Saa e irviducibile in I én >4.

DIMOSTRAZIONE. Sia r una generica relta di 512 essa ha tre punti in y,
i quali, essendo per ipotesi C" invadente S22, giacciono su C". Ne segue
che:

n=|C"~r|23.
Una C? invadente Sz, ¢ perd riducibile, essa si spezza nelle tre rette di un
fascio (in y;). Infatti I'equazione di una C* di S,, & datada .
a Xy +bX] +oxpx, +dxx? +exix, +F xIx, + (1.1)
+8 XX X, +hxox) +ix,x2+1x3 =0
dovea, b,c,de g hilery.
Dovendo contenere tuti i punti di S, ,, deve aversi (sostituendo nella (1.1) le
coordinate di tali punti):
1=0, a=0, b=0, b+[+i+1=0, a+e+h+1=0, at+b+c+d=0,
atb+tctdte+f+g+h+i+i=0

da cui segue

a=b=g=1=0, =i, e=h, c=d=1 (1.2)
Sostituendo le (1.2) nella (1.1) si ha ;
{:-:ﬁ.\:, + xoxf)+l+(x§xz -+-xox§)-h+(xfxz + x,xi)-i =0 (1.3)

¢ questa ¢ proprio l'equazione complessiva delle tre rette di Sz di centro:
C(h, i, 1). Ne scgue che deve essere n = 4.

Consideriamo allora quelle di ordine minimo n = 4, cio¢ Ie C* di S22
proviamo preliminarmente le seguenti :

PROPOSIZIONE 2 - Una C* invadente I' Sy, se ¢ irriducibile in I,
non puo avere punti multipli in y,.

DIMOSTRAZIONE. Una tale C* pud avere al piti un punto doppio in 7.
Sc avesse infatti un punto triplo (in v,), ogni retta di S,, per esso, dovendo
conlenere tre punti, avrebbe cinque intersezioni (in v,) con la  C* che
risultercbbe cosi riducibile in v,.
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Supponiamo allora che abbia un punto doppio D in y,. La tangente ad essa

in un punto P diverso da D sarcbbe una retta di S;; che non pud passare per
D, altrimenti tale relta avrebbe con la C* almeno cinque intersczioni ( due in
D, due in P ¢ almeno una nell'aliro punto che la retta ha in v3).
Ripetendo il ragionamento per tulti i punti della C* i y,, distinti da D, si ha
che devono esistere tante rette distinte di S;, non passanti per D quanti sonoi
punti di S,, distinti da D, cio¢ sei, ma cio non pud verificarsi in quanto le
relle di Sy non passanti per D sono quattro.

PROPOSIZIONE 3 - Una C' invadente S, se é riducibile in I, allora
deve avere cone componente una refta di y;.

DIMOSTRAZIONE. Infatti se una tale C* non conticne retie in v, deve
necessariamente spezzarsi in duc coniche irriducibili, ognuna delle quali,
come & nolo (cfr. 3), conlicne tre punti di 5;, e quindi la C* non invadercbbe
S:a.

DETERMINAZIONE DELLE C' INVADENTI S;.
E IRRIDUCIBILI IN I',.

2. L'equazione di una C' di S;, passante per i punti O (0,0,1), I (1,0,0) e
J(0,1,0) ¢ data da :
a x)x, +b xox;] +cxix} +d xpx, +C X)X, I X{X,X, + (2.1)
+ 8 XoXix, + hx2x] +ix]x5 +1x,% X5 + MXX; +nx,X; =0
cona, b,c,d e g hil mnery,.
Affinché la C* contenga anche i punti A, B, C, U di S,; devono essere
soddisfaltc le seguenti condizioni;
f+g+1=0
a+b+c=0
(2.2)
d+h+m=0
c+i+n=0

Essendo i coefficienti della (2.1) omogenei non é restritlivo supporre a=1.
Dalla seconda equazione del sistema (2.2) scguc che :

b=0 c=1 2.3)
oppure

b=1 c¢c=0 (2.4)

Esaminiamo dapprima il caso (2.3).
Dalla (2.1) si ha, in tal caso, che non pud essere ¢ = 0 altrimenti J (0,1,0)
risultercbbe doppio, contro la proposizione 2; ne segue che
e=1 (2.3),

123



Q. Ferri, R. Jalisco Ratio Mathemalica Num.11 - 1996

Inoltre dalla quarta equazione della (2.2) risulta :

(2.3)4

i=0 n=1 (2.3)

i=1 n=0 (2.3)
Dalla terza ¢ dalla prima equazione di (2.2) risulta che :

d=h=m=0

d=0 h=m=1

m=0 d=h=1

h=0 d=m=1

[=g=1=0

f= g=1=

1

f:
Tenendo conto delle (2.3), (2.3) , (2.3); . (2.3)s , (2.3)s si ha che le

equazioni delle rispettive C* in S,, sono le seguenti

X3X, +X0x] + XX, +X,X; =0

[b=i=d=h=m=f=g=1=0;, a=c=c=n=1]

X2x, +XIXZ 4 XIN, X XS+ XoX[X, +XoX X =0
[b=i=d=h=m=/=0; a=c=e=n=g=/=1]

X%, +X2X2 + XX, +X,X3 + XoX; X, +XX[ X, =0
[b=i=d=h=m=/=0; a=c=c=n=/=g=1]

XX, +X2XZ 4+ XIX, +X, X} + X5X; X, + XX, Xy =0
[b=i=d=h=m=g=0; a=c=c=n=/=/=]]

x2x, +X2x2 4 XIX, +XEX] FX,X) +XpX; =0
[b=i=d=f=g=I/=0; a=c=c=n=h=m=1]

X2x, +X2x2 +x0x, +XIXE 4 X, X3 +XoX] XXX, + XX X] =0
[b=i=d=f=0; a=c=e=n=h=m=g=/=1]

x2x, +X2x2 4+ X3X, +XOXE +X,X) +XoX; FXgX, X, + XoX[ X, =0
[b=i=d=/=0; a=c=e=n=h=m=f=g=1]

x3x, +X2x2 XX, +X2XD 4 X X] F XX FXGX, X, +XpX, X5 =0
[b=i=d=g=0;, a=c=e=n=h=m=/=/=1]

x3x, + X224 x0X, +X,X) X)X, +X5X; =0
[b=i=m=f=g=7/=0, a=c=c=n=d=h =1]

2%, +X2x2 HXIX, X, X] +X3X, FXGX] FXoX| X, + XX, X3 =0
[b=i=m=/=0; a=c=e=n=d=h =g=I/=1]

2%, +X2x2 4 XIX, X, XD FXOX, FXOX] FXGX X, +XpX[ X, =0
[b=i=m=/=0, a=sc=e=n=d=h=/=g=1]
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12 x3x, X3 XIX, X XD XX, FXOX] HXGX X, XX, X; =0
[b=i=m =g =0; a=c=ec=n=d=h =f=1=1]
3 2.1 3 oy | 3 L
13- x2x, +XIXT HX]X, +X,X; + XX, +XpX; =0

[b:i:h=f=g=ll:[]; a=c=c=n=d=m=ll
14-  x2x, +X2x2 +X0X, 4 X, X) XX, +XoX] FXoX] X, +XoX,X; =0
lb=i=h=f=0; a=c=e=n=d=m=g=/=1]

15-  x2x, +x2x% +XIX, +X,X] +XgX, +XoX3 +X(X; X, + Xp XXy =0
[b=i=h=/=0; a=c=e=n=d=m=f=g=l]
3 1,2 3 g R P 20
16-  XpX, +XpX; + XXy X X5 F XXy +XpXp PN X Xy F XX X3 = 0

[b=i=h=g =0; a=c=e=n=d=m=/=/=1]
Si esamini ora il caso (2.3), (2.3)y, (2.3)a.
Dalla (2.1), per la (2.3); si ha che non puo essere m = 0, altrimenti il punto
O(0,0,1) risulterebbe doppio (contro la proposizione 2).

Ne sepue:
m=1 (2.3)
Dalla terza equazione della (2.2) si ha che
d=1 h=0 (2.3);
d=0 h=1 (2.3

Tenendo conto delle (2.3), (2.3)1, (2.3)s, (2.3)s, (2.3)s, (2.3); si ha che le
cquazioni delle rispettive C' sono le seguenti :

17 x3x, +x2x% 4+ X0X, + X[ X] +X0X3 +XpX, =0
lb=h=n=f=g=1=0; a=c=d=e¢=i=m=1]

18- x3x, +X2XP - XDX, +XIX] +XoX; +XgX, XX Xy +XoX X3 =0
[b=h=n=/=0; a=c=d=c¢=i=m=g=/=]]

19-  x3x, +X2x2 + XX, +XIXD FXgX] +XpX, HX0X) Xy + XX X, =0
[b=h=n=/=0;, a=c=d=c=i=m=f=g=1]

20-  x3x, +x2x7 4+ X3%, +XIX FXX] + XX, FXpX X, +XgX, X5 =0

Nell'ipotesi (2.3), (2.3);, (2.3);, 2.3)s, (2.3)s (2.3); le cquazioni delle
rispettive C* sono date da :

21-  x3x, +x2x2 +xIX, +XIX] +Xox; +X)X; =0
[b=d=n=f=g=1=0; a=c=c=h=i=m=1]

22-  x3x, +X2x7 Fx0x, +XEXE A XoXD HXGX] HXgXTX, HXoX; X7 =0
[b=d=n=/=0; a=c=e¢=h=i=m=g=/=1]

23-  x3x, +xEx? X)X, +XIXD FXX] FXGXT HXGX X, +XpX[X, =0
[b=d=n={=0; a=c=c=h=i=m=/=g=l]

24 x3x, XD XD, XIXE 4 XgX] FXX] HXGX, X H XX, Xg =0

Ih=d=“=g:{]; ﬂ:cze=h=i=tn=f=f=1]
Consideriamo ora il caso (2.4). Dalla terza equazione di (2.2) si ha:
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d=h=m=0 (2.4),
m=0, d=h=1 (2.4)
h=0,d=m=1 (2.4)3
d=0, h=m=1 (2.4)

Si osservi che dalla (2.1) nel caso (2.4), e (2.4); non pud esserc n = 0,
altrimenti il punto O (0,0,1) risultercbbe doppio, quindi

n=1 (2.4)s
Cid imiplica, dalla quarta equazione di (2.2)
c=0 i=1
2.4
e=1 i=0 Sty

Nel caso (2.3)s , (2.4), (2.4),, (2.4)s, (2.4)s, € nel caso (2.3)s, (2.4), (2.4),,
{2.4)s, (2.4) le equazioni sono :

25-  XoX, +XgX] +X,X; +X/x3=0
[c=d=c¢c=h=m=f=g=/=0; a=b=i=n=1]
26- X0, + XX X, X) + X X3 HX X)X,y + XX, X7 =0

[c=d=c=h=m=/=0;, a=b=i=n=g=/=1]
27 X3x, +XX) +X, X3 +X2X2 +X2X, X, -+ XgXiX, =0
[c=d=e=h=m=/=0; a=b=i=n=f=g=1]

28 x0x, +Xox0 +x,x2 +x2x2 4xix,x, +X,%,%x; =0
[c=d=e=h=m=g=0; a=b=i=n=f=/=1]

29- XX, +XoX) +X,X) +X7X, =0
[c=d=h=m=i=f=g=/=0; a=b=c=n=1]

30- X)X, +XoX] +X,X; +X[X, +XgXIX, + XX X5 =0
[c=d=h=m=i=/=0; a=b=ec=n=g=/=1]

31- XIX, +XoX) + X, X] X)X, HX0X| X, + KoK X, =0
[c=d=h=m=i=/=0; a=b=c=n=f=g=l]

32 x3x, +XpX0 + X, X3 + X3X, +X3X X, + XX, X5 =0
[c=d=h=m=i=g=0; a=b=e¢=n=f=/=1]

33 x2x, + XX +XIX, +XIXE +X,X; + X[ x5 =0
[c=e=m=f=g=[=0; a=b=d=h=i=n=1]

34- x0x, FXgx] XX, FXIXD FX,X] +X]X] FXpX]X, +XoX, X5 =0
[c=e=m=f=0;a=b=d=h=i=n=g=/=1]

35-  XOX, +XgX] +XoX, +X2X2 +X,X] +X]X] +X7X, X, + XoX[ X, =0
[c=e=m=/=0;a=b=d=h=i=n=/=g=1]

36-  X2X, +XoX] +X3X, +X2X5 + X, X3 +X] X3 +XgX, X, +XoX; X =0

[c=e=m=g=0;a=b=d=h=i=n=f=/=1]
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37- XpX, FXgX] FX0X, HXEXE 4 x)%, +x,x3 =0
[c=i=m=f=g=/=0;a=b=d=e¢=h=n=1]

3 3 3 oL 3 3 2 2
3B-  XpX; FXoX| XX, +XgX3 + X)X, + X X3 +XX) X, + XX, X; =0
[c=i=m=/=0;a=b=d=c=h=n=g=[=1]

39. 3% %% Fxdx. +xix? +x3 3 g2 2v =0
XoX) +XoX) +XpX, +XgXp F XX, X X5 HX X Xy + XN X, =
[c=i=m=/=0a=b=d=e=h=n=f=g=1]

40- X% XX 0N, A+ xIx? A+ x%. + 3,2 2 _p

[e=i=m=g=0a=b=d=c¢=h=n=f=/=1]
Dalla quarla equaziene della (2.2) si ha:

c=i=n=0
e=0 i=n=1

2.4
n=0 e=i=1 y

i=0 e=n=]
c allora nei casi (2.3)s5, (2.4), (2.4)s, (2.4); ¢ (2.3)5, (2.4), (2.4),, (2.4),, si
oliengono:

41- XX, +X,X] +XoX, +XgXo =0
[e=e=h=i=n=f=g=l=0a=b=d=m=1]
42-  xix, +xpxd +xix, 4 x%2 +xxix, +x,x,x2 =0

[c=e=h=i=n=f=0a=b=d=m=g=/=1]
43  XoX, + XX +X3X, +XoX3 FXoX, X, + XXi X, =0
[e=e=h=i=n=/=0a=b=d=m=f=g=1]

44- xdx, + x50+ xdx, 4 xxd 4xlix x, +x,%,x2 =0
[c=e=h=i=n=g=0,a=b=d=m=/=/=1]
45- XX, +XoX| +X5X; +XoX) +X]X; +X,X; =0

l[c=e=h=f=g=I=0a=b=d=i=m=n=1]
46-  X0X, + XoX! + XoX, + XoX) + XL Xa + X, XD + XX X, + XX, X2 =0
lc=e=h=/=0a=b=d=i=m=n=g=/=1]

47- xgx, + .\:uxf + xzxz +x|,r-:§ +xfx§ +x,:~:§ +xf,x,x1 +xnxfx2 =0
[c=e=h=/=0a=b=d=i=m=n=f=g=1]
3 S S5 Eha, ) 2 Z
48-  xpX, FXpX] XX, XX FNyX; X Xy XX X, F XX X; =0

lc=c=h=g=ﬂ;&=b=d:i:[n:n:j:f: ]]
49- XX, +XX) FXoX, +XoX) FX0X, +XIx2 =0
[c=h=n=f=g=[/=0,a=b=d=c¢=i=m=1]

50- xgx, +xﬂx,3 +,\:3J~{1 +x{,xg +1\{f’:~:z +xfx§ +.'<[,xi!>-:2 +xnx|x§ =0
[c=h=n=f=0a=b=d=ec=i=m=g=[=]]
51 3o 3, .3 3 3 A e 2

[c=h=n=/=0;a=b=d=e=i=m=f=g=I]
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52-

53-

54-

35-

56-

57-

58-

59-

60-

6l1-

62-

63-

64-

65-

66-

67-

68-

69-

XoX, +XoX] FX5X, +XgX3 + X1 X, HX[X] HXIX, X, XX, X7 =0
[c=h=n=g=0;a=b=d=ec=i=m=j=/=]]

XoX, +XoX] +XoX, +XgX) +X{X, +X,X3 =0
[c=h=i=f=g=!=0,a=b=d=c=m=n=1]

X0X, +XoX] +XoX, FXpX3 X)X, X, X3 XXX, XX, X5 =0
[c=h=i=f=0,a=b=d=c¢=m=n=g=/=]]

XX, 4+ X% +X2x, +X,X3 +X{X, +X,X; +x§xlxz + x,u,x,zx1 ={
[c=h=i=/=0;a=b=d=e=m=n=f=g=l]

XoX, +XoX] +XpX, +XoX] + X)X, +X,X) HXEX, X, XX, X3 =0
Ic=h=i=g=0;a=b=d=e=m=n=f=[=]]

XX, +XpX] +XoX3 +XoX; =0
[c=d=e=i=n=f=g=/=0a=b=h=m=1]

XX, 4 XpX] +XpX] +X0XT AXGXIX, +XpX, X5 =0
[c=d=c=i=n=f=0,a=b=h=m=g=/=1]

XoX; + XX hXpXa HXEXE FXTA K, EK XXy =0
[c=d=e=i=n=Il=0a=b=h=m=f=g=1]

xgx, +xux,3 -i—xuxi -+-x§x§ +x§x,xz + XX, x§ =0
[c=d=e¢=i=n=g=0a=b=h=m=f=/=1]]

X2X, FXoX] FXoX2 +XoX: HXING +X,X; =0
[c=d=e=f=g=[=0;a=b=h=i=m=n=1]

X2X, +XoXD +XoX] +XEX] FX]X] X, X] +XoX] X, + XX X) =
[c=d=e=f=0;a=b=h=i=m=n=g=/=1]

x2x, XX +xpx3 +x2x2 +xIxd +X,X] +X7X X, + XpX{ Xy =0
[c=d=e=/=0; a=b=h=i=m=n=jf=g=1]

|
=]

x2x, XX +xpX3 +x2x2 +xPxd +x,%] FX0X, X, +Xp%,X; =0
[c=d=ec=g=0; a=b=h=i=m=f={=1]

X2X, +XoX] +XoX] +XeX2 +XIxE +x7x, =0
[c=d=n=/=g=/=0; a=b=c=h=i=m=1]

X3x, +NpXD 4 x,X3 FXPX] HX[X] HX] X, HXpX|Xg F XX, X; =0

[c=d=n=/=0; a=b=e=h=i=m=g=/=1]
X2x, +XgxD +Xx3 +x2x2 +x?xd +x]x, HX5X X, + XX] X, =0
[c=d=n=[=0; a=b=e=h=i=m=f=g=1]

XOX, +XpX] +XoX3 +XEX2 A+ XIXE H X)X, HXpX, X, F XX, X3 =0
[c=d=n=g=0; a=b=e=h=i=m=f=/=1]

3 s Tiws o 2 i 03, 3

XXy XXy FXgX; FXgX; X X, +XX; =0
lczdzi_:f:g:'f:l); azb:czhzrnmn:II
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70-  XoX, +XoX] +XX3 +XgX3 +X]X, +X, X3 +X,X7X, +X,%x,x% =0
[c=d=i=/=0; a=b=c=h=m=n=g=/{=1]
?.[ 3 23 3 2.2 3 3 2 2 b
T XpX) R XX] FXXy B XX X Xy HX X BN X X, FX X X, =0
[e=d=i=/=0; a=b=e=h=m=n=/=g=]]
72 \.3 3 3 #] o 3 3 2 2
= N RXNpXy FXpXy FXpXg XX, RN X FXgX X, XX x; =0

[c=d=i=g=0;, a=b=e¢e=h=m=n=f=/=1]]

Si verifica facilmenic che tra tutte le C* trovate, le seguenti contengono
almeno una retla in y, ¢ precisamente :
le4l, 42, 43, 44, 57, 58, 59, 60, conlengorio la reita X, =0,

lel,2,3,4,25,26,27,28,29,30,31,32,larelta x, =0,

le 6, 8, 13, 15, 38, 45, 46, 48, 53, 55, 61, 63, 70, 72, la x, +x, =0,
le 36, 37, 40, 50, 56, 66, 67, 69, larclta x, +x, =0,

le 10, 19, 20, 35, 49, 54, conlengono la reita x, + X, =0,

le5, 7,9 16, 18,21, 34, 39, 51, 68, la rella Xo+X, +x, =0.

In virtli della proposizione 3 seguc che le rimanenti C*, e cio¢ le 11, 12,
14, 17, 22, 23, 24, 33, 47, 52, 62, 64, 65, 71, sono tulle irriducibili in .

Sussiste perd il seguente tcorema:

TEOREMA - e C’ invadenti S, 2 » irviducibile in T3 sono tulte
proietlivamente identiche, in quanio, pur di scegliere opporfunamente il
riferimento proietlivo, esse si viducono tuffe afla 33,

DIMOSTRAZIONE. Si verifica facilmente che :
la 11 mediante I'omografia data da x, =X, +X; x=X;; x,=X,,
laI2tramite la x, = X,;; x, =X, +X,;; x,=X,,
laldconla xg =X, +X,+X,; x,=X,; x, =X,,
lal7conla x, =X;; x,=X,; x,=X,,
la22 mediante la x, = X, + X, +X,; x, =X, +X,; x,=X,,
la23conla x, =X,; x, =X,; x,=X, +X,,
la24conla x, =X, +X,; x, =X, +X,; x,=X,,
lad7 tramitcha x, =X, +X,; x,=X,; x,=X,,
la52conla x, =X, +X, +X,; x,=X,; x,=X,,
la62conla x, =X; x, =X, +X,; x,=X,+X,,
labdconla x, =X,;; x =X; x, =X,+X, +X,,
[ag5conla x, =X; x,=X;; x,=X,,
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la71 tramite Ia x, =X,; x,=X,+X;; x,=X,+X, +X,,
si riducono tutie alla 33, cioé ;

XX, 4+ X X5 + XX, + X2X2 4+ X, X2 +X2X2 =0
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