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A NEW MATHEMATICAL APPROACH
ORIENTED TO FRIENDLY COMPUTER
EVALUATION OF AIR-GAP FUNCTIONS

OF INDUCTION MACHINES

Vittorio Isastia * , Santolo Meo™ , Maurizio Scarano’

SUNTO - In questo lavoro si illustra un metodo di analisi delle macchine
elettriche che affronta ¢ risolve nel dominio del tempo, il problema della
determinazione delle grandezze elettriche e magnetiche di macchina e
dell’analisi del loro funzionamento a regime stazionario e in transitorio.
Questo metodo trac spunto dalla teoria matemaltica delle Distribuzioni per
Yintrodurre una seric di [unzioni. ricorrenti nell’analisi dei fenomeni
elettromagnetici di macchina, e particolarizzare per esse dele operazioni
algebriche ed integro differenziali. Si perviene ad un nuovo approccio di
studio delle macchine clettriche che fornisce una serie di algoritmi di
immediata implementazione numerica e di semplice interpretazione fisica.

ABSTRACT - In the paper a method, for the evaluation of the main electric
and magnelic quantities in electrical machines, is proposed. This technique,
approaches and solves any problem directly in the time domain.

" Dipartimento di Ingegneria Elettrica, Universitd “Federico 11" di Napoli.
" Dipartimento di Ingegneria Elettrica, Universitd “Federico 11" di Napoli.
" Dipartimento di Ingegneria Industriale, Universita di Cassino
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INTRODUCTION

The field of research of electrical machines. especially with respect
to the induction motors. is particularly interested. in the last years. in the
scarching of suitable mathematical models oriented to different expeclations
and requests of the specialists. In fact the great development of the power
clectronics and the signal clectronics. together with the availability of
advanced technological microprocessors has given a strong impulse towards
the fullilment of very sophisticated and complex control algorithms in order
to exploit the great dynamic possibilities of such a machine, suitable in
different ficld of applications (industrial tools, clectrical traction, actualors
and so on). An efficient control system cannot avoid, cspecially when status
observers arc adopted, a full analysis of the electromagnetic interactions in
the machine in order to achieve the expected accuracy of the regulation and
control. On the contrary, after this extended analysis of the fundamental
relationships, a simplification phase must be developed in order to limit the
complexity of the calculus of the microprocessors. For these reasons. usually,
the starting point of the modelling phase of induction machine, is
represented by a Fourier's analysis of air-gap flux density, by the
consideration of the only fundamental space harmonic and by the
manipulation of the resultant relationships by means of different techniques
concerning the vectorial analysis (mono-axis development on Gauss plan or
two-axis approach according to Park theory) [1.2.3.4]. These approaches,
often, far the modellisation of the induction machine by the basic
relationships of classical clectrodynamics concepts producing an analysis
structure for specialist only. This onc should not be a problem if the only
specialist are interested in this approach. Unfortunately, many schools of
electrical machines use the final Fourier's approach as starting one in the
standard courses developing, many often, a limited vision of the problem
towards the students. Starting from this approach many of the characteristics
of the windings are loosen, unbalanced configurations cannot be analysed
and the behaviour of the machine outside of the symmetrical and standard
conditions becomes an un-proposable question for a lot of student. For these
reasons in this paper a new analysis approach is suggested. This approach
develops the basic clectromagnetic relationships by the analysis of the
windings and the geometric parameters by means of the known rules of the
classic electrodynamics and by introducing simple functions that are
combinations of canonical distributions (impulses, steps, and superior order
functions) [5]. This approach is not new in the initial definition of the
quantitics. In fact the analysis of electrical machines by means of Riemann's
transform, in the initial phase. is the same. But the Ricmann approach
brings the formulation in an analysis space very far from the starting
clectromagnetic structure. The anti-transforming operations are usually
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laborious and complex and thercfore this method does not find a full
adoption in the standard courses of electrical machine and this approach too
becomes a specialist only approach.

These ones are educational questions about the teaching of clectrical
machines.

Another question is the opportunity and the possibility to set up a general
purpose computing code in order to solve, the induction machines outside
the standard balance and symmelrical situations. This problem has been
already solved by considering a full Fourier's approach with all the
significant space harmonics. This method often becomes complex and
laborious because the significant order harmonics depends on the considered
un-symmetry and al the first time only a specialist might find them.

The method in this note presented allows a friendly computer evaluation of
the air-gap distributions when the rotor speed is constant; the code can be
implemented in a very original technique and used by non-specialist too [6].

In this way the Authors hope to near the study of the induction motors to
the electromagnetic machine structures allowing a general mathematical
formalization suitable, especially, for a compuler analysis of the non-
symmetrical and unbalanced configurations |7,8,9].

GENERALITIES ABOUT THE MATHEMATICAL TOOLS
The canonical functions will be defined in the following forms:

impulsive function:
45(x - x,) (A is a constant) (1)
step function:
Au(x-x,)=[" 46(z-x,)x @
linear function:
Allx-x,)=[ Au(z-x, My =Alx-x,)u(x-x) ©

and the lincar combination functions:
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) adx-2-3)

= G —||= -y - 4

AD(x,X,x) Aa‘[r Az 3| i )
AW[LX,I}= A u(x— x+%} -4 u[x—g—zzi) (3
A L{x,}{,x] = A‘.](x—,r+%) W(;f,X,x] (©)

The consideration of these last three functions are suilable for the
characteristic structure of standard induction machines.

The function W will be called unitary window lunction and a lot of elecirical
and magnetical functions in the considered machine will be expressed by
means of this one. For this reason in the following some particular
mathematical properties of this window function will be presented and
discussed.

Translation rule:
W(z -z, X, x]= W(g .,X,x-+-z) (7)

Product rule:

fx) = W(,rf,xf,x]

elx) = W(z,.X,.%) (8)
h+

o) = 1)) = W{ 2. o) i,

X X
. f B
k= |111|1[,'3J, ey ]

X X
h= max[,rf —T'f,,rg —-EE-]

Integration rule:

b
[z, X, x)dx = (k = ) ulk = 1)

9
k= min(f:, ¥+ X !2) ©)

h= m:\x(n,;{— X 4’2)

6
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A particular property is suilable according to the derivative ol a particular
integral expression:
(where o is a constant)

@)= [ A W(z X, x)ax (10

and the derivative is evaluated with respect to the variable t so that:

oo db(1) (1)
e et

and by considering previous rclationships
d
5=~ [ 800 u(e ()] (12)

where :

X X
plt) = {min(cfn +al; y+ E] - max(r:u +al; y "Eﬂ (13)

The real ficld of the variable t is divided into two different domains: the [irst
is characterised by the negative value of «; the second is characterised by no
negative values of . For the first values the funclion u is zero and the
product too; for the second sct of values u is unitary and therefore it will be:

e= -2 [800l0)] (14)

rf-:ﬂ(f} tfﬂ( )

s 2Pl (15)

The function (L), for the sccond set of values of t, will be represented by:

:,J)H:\\{m—r ] L(I 4; rJ,fJ (16)

where the parameters depend on the values of X and dg-cp; in fact when
X>dg-co it will be:

di) =w
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h=d,-¢,

!] _>d,u +ﬁ')f1 =x_§

X

X

X
Iy =rcg+miy = z+i£.

and when X<dy-cq it will be:
h=X
X
1y = dy + i i
X
1y = dy+oty = 2'4"?
X
13—)C0+ml'3=x——-

2

X

when X= dp-c( then t=t5

The value of the derivative will be:

dp L+,

7= oW -t -l =1)-sle-u)]+
A (L) HO LSRN A ) E AR )

and for the previous relationships:

i {41 L+
%:w[W(%,fz—fhf)"W[ 2 2 : oLy _":!:IJ}

(17)

(18)

(19)

(20)

e3))

where the values of the parameters must be evaluated according to defined

consiraints.
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MATHEMATICAL APPROACH

Let's consider a typical confliguration of standard electrical machines as
represented in fig. 1 with the following assumptions :

a) the permeability of the iron is infinite with respect to the air;

b) the linear currents densities are represented by impulsive functions;

c) the significant values of B in the air-gap will be the values evaluated over
the internal surface of stator;

d) for sake of simplicity only a machine with one slot for pole and for phase
will be considered and with only one pole pair.

L

Fig.1 The considered structure of stator and rotor conductors.

These last restrictions don't deprive the method of its wide generality.

By considering the function that expresses the value of B on the internal
surface of stator with respect to the angular abscissa y only, it is convenient
the adoption and the compultation of the air-gap function A as:

By 1) 22)
[_t, ¥z, l‘) o id!

s (W2
H—

H and K represent, respectively, the point of stator on the abscissa and the
point on the rotor where a ficld line, starting from H, falls.

With the same assumption about t the significance of y, it is suilable the
consideration of the function I':

I
I(y.1) =;;j:§(x, v,z,0) e tdl (23)

9
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50 that:

B(y.1) = Aly,)r(r,1) (24)
For a squirrel cage induction motor the value of A is constant and I' is the
superimposition of the stator I'g and rotor I'. functions.

For an m-phases symmetrical stator winding , with N conductor for slot, by
introducing the function W, it is possible to evaluate I as:

T, (7,1) =T, (1) +$ ,,ka(r)w[%+(k~l)%,;r,y} (25)

where iy (1) is the value of the current of k-th phase and:

1 > k-1 I &
L0=— [ 5 OW 2o D o 1S @
1

x|

and, therefore:

r(.0)=3 ,,N,-,,(f)[w[gw«%,ﬁ,y]_zl] @7)

i

In the case of asymmeltrical stator condition, in general, the value of I'y can
be evaluated as:

rs(?’:‘):ro(f)"'z thfx(f)w[Zx:XkJ’] (28)
1
where:
1 (& 1 &
1‘0{0:"51’2 lNifk{‘)w[Zuxh?']dJ’ =_§; tN.tfg(f)Xi (29)
and therefore:
2 : X4
WEDD kNm(f){W[z*,xk,y]—ﬂ—M} (30)
1

Both for symmetrical condition and in non-symmetrical condition the stator
flux density in the air-gap can be evaluated as the product of A_ (A =o/5c)
for a characteristic sum of a W function and a constant value:

10
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Bs{?’s")=huz thfk(f){W[quh?]‘?;;} (€2)

(8] 1 2 s—2
Fig.2 Rolor cage

By considering an asymmelrical rotor cage as represented in fig. 2 and the
external rings as equipotential sides, it is possible to associate to each mash
(from 0 to s-2) a current J. The bar current can be evaluated as:

L(0)=1,(:)
L(0) =3,()-1,(0)

’ (32)
I.v—E{f) = ‘]:-2 (") -] J"]'(t)
L(0)=-73,,(1)
and, by considering a rotor reference the function I'y. as:
3=2
rr{.ﬂ':!)=z:- Jr{r)w(xr1xr!p)+rﬂ (33)
n

where 7y, and X, represent the centre and the amplitude of the r-th mesh
(for r= 0 to 5-2).

For an angular speed © the same function can be evaluated with respect to a
stator reference as:

L) =3 1L @OW(5 X,y +2mv—at-1,)4T, @
1]

where the index v represents the number of full turns of the rotor after 1=0:

v = inleger (U/T) with T= 2/

11
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By imposing the null value of the flux of B all around the rotor surface the
value of I'y will be:

=2 ;‘:
i = e 35
t0=3,1.0-32] G9)
and, therclore
-2 X
[ (}',1) = Z : Jr(r){W(z,,X,,y +2mf—wt—yn)— 2};} (36)
0

By considering the configuration in fig. 2 represented as starting condition
will be yo=0.
In conclusion it will be:

5 X
]_;w’(?"f)z Auz rJr{'!){w{fnivn?"+2?ﬂ’—ﬂ?f—?0)— 2’;} {37)
o

For a most suitable utilisation of previous relationships it is convenient to
cxpress the function B(p,t) as the superimposition of window function by
evaluating the amplitude of the flux density B between two conseculive
bars:

-1
B,(0,) =Y. B, (0 W(z,,X,,0) (38)
o
with
PYSR R X,
B; (!):AG[Jq(I)(I_ 2;1_)_' = e Jr{""} 2}{_] {39)
and J,_, =0

The computation of the e.m.l. can be operated by considering previous
expressions. The static e.m.f. produced by the no-constant field between two
conscculive bars can be cvaluated as:

Dd
(r.R) _ b
el =—x 1 e (B;(r)) (40)

where / is the machine length and D is the diameterand 0 <g<s-2 .

12
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The e.m.f. produced by the c-th "slice” of rotor ficld in the k-th stator phase,
when the rolor speed is o, can be computed by adopting the shown properly
of the derivative of integral expression as a succession of time-varying
functions as:

ftea) Hagen) e e
nﬂ;{f{“{iz ,rﬂcj]—rllcjl,r —-W _2 ‘14;.|1_'r:{g.ﬂ" + 41}

f, o+t 1 +

Hed] ” “Hed] skl ~ Aok

—_t =t S+ —_— -1 NiES
dB,1) ‘""I 2 ed)hisal ] X-c“'”l 2 s ]

dt f +1
s} lalen)
“”1[—2—‘ hen) ~Micap ']

D
1R
B:J F—N.I'E

The induced c.m.f. in the h-th stator phase by the k-th current can be
evaluated by means the following notation:

D d
e = —N? ?."Any( Jr,)E:,t (0 (42)

where p(Ay 1) is the measure of the following interval Ay -

X X, X

X
H(A,) =[zk MT,"Z* +Tk]ﬁ[,n — 5 & +T} (43)

(in the case of symmetrical three-phase machine this value is a generic
element of the following matrix:

o [Vl
pl. )= 1/3 1 13 (44)
-3 3 1

The evaluation of the e.m.f. in the c-th rotor mesh by the k-th stator phase
can be developed by considering that the stator flux density has been
expressed as sum of two different terms. The contribute of the first one {W)
in the e.m.f. can be evaluated by considering the previous property of the
derivative of integral expression so that:
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[ (i, +1 b,
L L Xk} Cafkg) L
“[ 2 *'ﬂ*.cl-,f*.r]',]_“{ e "n.;n“'mr']}* (=
jef™ _ D Tgeg o) L g
e s TP PR AR PR e T

d,(t)
[y
Akl Caleg)
- ml{—"—'—-l ,!{*l" _,ll*.\‘l'r]

-

A

the second one {C} is:

{1' R}{'-] —A IN X ',-) x dfj-( ) 46}
& £2 27 di ¢
Obviously it will be:
Z (lsﬁ}l'\’-’l i_fgﬂ]lc})+e;(R,R) 47
1

Thereflore the balance voltage equations in the k-th stator phase and in the ¢-
th rotor mesh will be:

5-1

w0 = R0+ L0, (0-3 el -5 e (48)
0

e==R,J .+ (‘:(u”{-:} “Raan- "tug-&-:*‘{&u+4-z]§~‘r’a-=%3¢u (2

where R and L are, respeclively, the resistance and the leakage inductance of
stator phase while R; and L. arc the resistance and the leakage inductance of

the ¢-th rotor bar.
The resulting differential equations systems has as unknown the
instantaneous values of phases current (stator) and of mesh currents (rotor).

COMPUTER PROGRAMMING IMPLEMENTATION

The mathematical approach presented in previous section suggests an
original structure for the computer implementation. Standard programming
routines base oneself on a differential equations resolve that gives the
amplitlude of unknown currents by solving an ordinary differential
equations system. The unknown currents are the instantaneous values in the
air-gap m.m.[. treated in terms of space Fourier's analysis. In case of
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symmetrical conditions, by considering the fundamental space harmonic and
by adopling particular techniques of equivalence the system is lincar with
constant coefTicient, if the speed is constant. In non-symmetrically
conditions or in the eventuality of non isotropic air-gap configuration (cases
for which the consideration of only the fundamental harmonic produces a
no suitable solution because of the inaccuracy of results) it is necessary to
take into account an higher number of  spacg harmonics and
notwithstanding particular assumptions there is a major. complexity -of the
parameters computation. The difficulty and complekity of this computation
depends on the degrec of non-symmetrical conditions (electrical and
magnetic) and on the number of space harmonics that have been considered
in any case. This computation, in general, is an heavy and with an high
probability of mistake and usually represents a phase that hardly can be
generalised and implemented by an aulomatic programming routine. In
fact often this procedure can be developed only by expert operators.

For the reconstruction of the air-gap functions, afier the system resolution, a
Fourier series sum must be computed for each time instant and space
abscissa. This operation, that represents the fundamental relationship at the
base of the method, is called only at this time so that the procedure needs
different approach with respect to the analysis phase of the problem and
to the synthesis phase.

The mathematical approach of previous section allows a development of
the analysis of the problem and the synthesis of resulls by using the same
logical and computational techniques. Furthermore the implementation of
aulomatic programming routine, starting from the geometrical configuration
of machine and the material propertics, is possible in order to render all the
procedures very friendly and adapt to inexpert operators also in the case of
unbalanced and asymmetrical configuration and with a very high level of
accuracy that is comparable only with the results get by means of the most
complex procedure.

The preliminary steps of the present procedure are:

a) identification of stator areas and electrical connections;

b) identification of rotor areas and materials;

¢) automatic generation of the Dynamic Connection Matrix (DCM);

d) set up of initial conditions.

At this point the identification of unknowns, the generation of the dilTerent
terms of e.m.fs and the evaluation of the parameters of the dillerential
equations system are possible for all the instant of integration. Therefore a
standard resolve can be adopted. At each step of integration the
reconstruction of air-gap function can be available by using the relevant
element of the DCM. The elements of this matrix, in fact, perform a double
target: the identification of system parameters and the organisation of the
different terms of air-gap distribution. The amplitude of these terms are
represented by the solution of the differential equations.

15
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Let's analysing betier the characteristic of the DCM,

This matrix has the informations about all the possible configuration of the
rolor surface in front of stator surface with respect to the dilferent angular
positions get by rolation. The stator areas are defined as the cylindrical
surfaces included between two consecutive winding side of the same phase
while the rotor areas are defined as the cylindrical surface between two
conseculive bars, DCM has n,. rows and n,. columns where n,. represents the
number of all the possible situations in a full round and n, represents the
number of stator arcas. All the situations are performed in the DCM in
consecutive order. The element of the i-j site is the set of the rotor areas that
are in front of the j-th stator area during the i-th situation of reciprocal
position. Therefore the elements of the i-th row are equal to the elements of
the (i-1)-th row except one: the different element is the one has produced the
change of configuration. Obviously, for particular symmetrical conditions it
would be possible that the change of configuration involves two or more
elements of rotor area.3

A simple example can give an easy idea of the organisation of such a matrix
DCM.

Let's consider a non-symmetrical electrical structure as shown in fig.3 where
15 and 2s have been called the stator areas (ilwo phases and one slot for pole
and phase). By means of the number 1,2 and 3 have been named the three
different rotor surfaces (rotor with non-symmetrical cage of three bars).

3,1,2 1,23
3.1 1,2.3
31 1,2
3.1 3,1,2
3.1 3.1
3 3.1
DCM = 2.3 31
2,3 2.3.1
2.3 2,3
1,23 2,3
il 263 molloia A
gl 2 Fig. 3 Non symmetrical electrical structure of

induction motor and relevant Dynamic
Connection Matrix
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Fig. 4 Sequence of rotor positions in order to evaluate the transition instants

Let's consider as initial instant t)=0 the instant characterised by the
configuration rotor/slator of the first schema of fig.4. In this schema there is
the superimposition of the rotor bar between the first and the third rotor area
with the first slot of the first phase. By considering a full rotation of the
rotor it is possible to determine all the transition instants {; for which a
change of reciprocal situation rotor/stator occurs. In the considered case
twelve dilTerent transition instants can be evaluated.

17
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The instant t: will be the instant characterized by the situation of the second
schema of fig.4 and so on. Between two consecutive schemas of fig.4 an
angular displacement occurs.

In general this displacement can be computed by a simple analysis of
geomelrical configuration. Let's call this displacement o.1. For this reason
near each configuration of fig. 4 have been represented the relevant values of
displacements according to the following expression:

o, = f’ w{!}c_ﬂ

During transient operations this one is an equation in ti (if the speed
function versus time is known). In the considered case (1) is constant.

The elements of the matrix DCM, in this example, correspond to the sct of
rotor areas that, for each configuration between two consccutive schema of
fig.4 occurs, with respect to the stator areas.

The element 1,1 is 3,2,1. The meaning of this sequence is ; starting from the
instant 0 till the instant t: at the winding of the first phase of the stator the
arca 3, the area 1 and the area 2 of rotor correspond.

Afier the instant t; and till the following transition instant at the same
stator winding the area 3 and the area 1 correspond because in the instant
t, the boundary bar of area 2 has overcomes the external side of considered
winding.

As it is possible to notice the evaluation of the elements of the matrix DCM
can be done by means of a geometrical consideration as the values of
@;too. For this reason a suitable preprocessor can be set up, oriented to the
definition of the matrix and the computation of «; .

The wvalues of tl 2 t3 and t4 in the expressions of the stator e.m.fs
produced by the g rotor mesh correspond to the values of ti* according to the
following rules:

in the sequence of the rotor sectors, in front of a stator reference, with a
positive value of speed according to the following schema

in the k-th DCM column
a) case X<dy-cg

t; =tj* i is equal to the number of the row where for the first time the
number ¢ appears

18
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1y =tj* i is equal to the
number ¢ -1 appears
t3 =tj* i is equal to the
number ¢ + 1 disappears
tg =t;* i is equal to the
number ¢ disappears

b) case X> dy-cq

t; =t* i is equal to the
number ¢ appears

ty =t;* i is equal to the
number ¢ +1 disappears
13 =ti* i is equal (o the
number ¢ - 1 appears

tg =t;* i is equal to the
number g disappears

Ratio Mathemalica V. Isastia et alii

number of the row

number ol the row

number of the row

number of the row

number of the row

number of the row

number of the row

where for the first lime the
where for the first time the

where for the first time the

where for the first time the
where for the first time the
where for the first time the

where for the first time the

The values of t1 12 3 and t4 in the expressions of the rotor e.m.Ls (g mesh)
produced by the k-th stator winding are equal to the values of ti* that appear
in the relationship of the stator e.m.Ls (winding k) produced by the ¢ rotor
mesh as it is casy to verify.
According to the previous rules, for the considered example, it will be;

ar? @

f=1ty
=1y
=4

1, =1

er? @

"15-‘1-2
=1
=1y
1a =1

e ()

h =1
=15
3 =1y
fa=1,

ez’ ()

11=1‘;
Iy=ly
L=1i
."4=.';

ei? ()

f =1,
1y =1
1y =1g
1y =1y

4y ()

h=1t;
Iy =13
iy =J;

lh=1ls

And for the expressions of the c.m.[s in the rotor meshes;
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=t t, =t L =¢

A BT Gl ST ewelgal |
2 Ly =1, i Iy =1y, ] I =l
e g t, =1 Ly =1y,

Iy =1y L, =1, =1,

elsr) I; =t olS:R) t, =1y ols:R) 1, =1,
2,1 Ao 22 e 2,3 it
3= ) =i 3 =iy

Ly =1y by =1, Iy =1

The knowledge of the transition instants in each function of the e.m.[s
expressions allows the right evaluation of the coefTicient of the differential
equation for the computation of the electrical unknowns.

All the operations have been developed in order to produce a friendly
approach on a compuling unit without any lose of accuracy, in non-
symmetrical condition too. These operations, in fact, don't need a pre-
computational phase (complex winding factors, Fourier's expansions and so
on) but start from a geometrical knowledge of the system and from the
values of the electrical parameters (phases and bars resistance and leakage
inductances).

CONCLUSION

In the paper a new approach has been presented, in the ficld of the
computation of electrical unknown of an induction machine, very suitable to
solve non-symmetrical condition too by means of a very friendly computer
evaluation. This one represents the first step that allows the theoretical
formalisation of the problem.

In order 1o simplify the presentation of the mathematical method in the
paper only the case will constant value of the speed has been considered . In
the future the same methodology will be approach by a most general point
of view by considering the mechanical transient and variable function a(t).
Next phases will approach the extension of these concepts to a most complex
induction machine structure and the study of feasibility of an oriented
software, particularly suitable for the mentioned problem.
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LIST OF SYMBOLS

Mo air gap permeability

A central abscissa of a generic window function
Co generalised first integration limit

ds generalised second inlegration limit

Be air gap ;

X gencralised range of window function

B air-gap MNux density
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SULLE TRASFORMAZIONI
GEOMETRICHE CHE CONSERVANO LA
NORMA IPERBOLICA E | SETTORI
IPERBOLICI

Ferdinando Casolaro’, Franco Eugeni ", Giovanni Mataloni

Dedicalo al ricordo del nostro compianio amico Bruno Rizzi

SUNTO - Si introducono e si studiano le trasformazioni lineari che
conservano i settori e le norme iperboliche.

1. Introduzione

Nella presente nota desideriamo presentare una certa classe di
traslormazioni lineari di un piano euclideo in se, che presentano una scrie di
analogie, certamente non casuali, con i classici movimenti del piano.

I movimenti del piano sono biezioni che conservano:

(a) La distanza di due punti, ovvero la norma euclidea di un vettore, ovvero,
usando la rappresentazione complessa, la norma di un numero complesso.
(b) L’angolo di due semirette, ovvero il prodotto scalare di due veltori,
ovvero il “prodotto scalare di due numeri complessi.”

Ricordiamo che i movimenti sono anche definibili come trasformazioni
linerari conformi, ovvero come affinitd nelle quali sono unili i punti ciclici
del piano, cioé i punti impropri della coppia di retle di equazioni:

x*+y* =0,

* Dip.® di Scienze, Universita di Benevento
™" Universita degli Studi di Roma Tre

Ll

Dip.* di Scienze, Storia dell’Architettura ¢ Restauro -“G. D’ Annunzio” Chieti
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Nel paragrafo 2 daremo una rilettura di dette trasformazioni facendo

ricorso alla rappresentazione complessa, mediante la quale la presentazione
e la trattazione analitica ¢ molto agevole.

Nel paragrafo 3 presenteremo alcune interessanti strutture, precisamente
I"algebra dei numeri bireali o iperbolici ¢ I’algebra dei numeri duali o
parabolici. Si tratta di una rilettura di “vecchi argomenti” ripresentati come
strumenti di lavoro ¢ in modo estremamente sintetico. Queste due algebre,
assicme all’algebra dei numeri complessi, sono le uniche tre algebre reali,
doppie, associative e commutative.

Nel paragrafo 4, del tutto originale, mediante una analogia aturale tra
“circolare” ¢ “iperbolico™ introdurremo ¢ studieremo le “trasformazioni
iperboliche” e le loro proprietd. Tali trasformazioni conservano:

(a) La distanza iperbolica di duc punti ovvero la “norma iperbolica di un
vellore”

ovvero usando la rappresentazione iperbolica, 1a norma di un numero
iperbolico.

(b) Conservano il settore iperbolico associato a due semirelte, ovvero il
“prodotto iperbolico di due vettori” ovvero “il prodotlo iperbolico di due
numeri iperbolici”,

Marginalmente siamo condotti, in modo del tutto naturale, ad introdurre il
conccllo di esponenziale iperbolico per il quale valgano formule del tutto
analoghe a quelle di Eulero.

2. Numeri complessi e movimenti del piano

Il punto di partenza di questo paragrafo ¢ I'evidenziare quella naturale
biczione tra il piano cuclideo “veltoriale” ¢ il piano Argaud-Gauss
rappresentativo dei numeri complessi, biczione che nasce nel modo
seguente. Denotata con, 7, una base ortonormale del piano euclideo e con

i T'unitd complessa associamo due elementi quali il vettore## = ai” + bj ¢
il Iiumcm complesso & = a +ib, per il fatto di essere rappresentati dalla
medesima coppia (a,f;) .

Evidenzicremo i scguenti clementi:

a) Il modulo Ji"fl di un vettore |r_f‘, ovvero la norma “circolare”
numero complesso & , ad esso associato, sono individuate da

al del

w’ =Iﬁ‘z =a’ +bz,laiz =a* +b*

24
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b) 11 prodotto interno di due vettori di componenti (a, b) e (a',b') si
definisce ponendo:

#xv=aa +bb
Chiamiano prodotto circolare ( o interno) di due numeri complessi o ¢
F di componenti rispettive (a',b)e (a',b') il numero:

axfB=aa’ +bb'

In tale modo I'angolo di due vettori ovvero di due numeri complessi & e
£ haun coseno dato da:

axp
|- 11

c) I numeri complessi di norma unitaria sono costituiti dal cosiddetto
“esponenziale complesso™ o “circolare” definito ponendo

cos.¥ =

e” = exp(i®) = cos 9 +isend
E’ semplice provare che le due trasformazioni aventi le seguenti equazioni:
Q1) Z'=e"Z, 2 Z'=e’Z

rappresentano, rispettivamente, i movimenti diretfi ed inversi del piano (con
I'origine fissa). Questa circostanza si verifica facilmente scrivendo le
equazioni per esteso:

Z'=x'+iy' =€ Z = (cosI +isenI)(x +iy) =

= (xcos 9 — ysen ) +i(xsen 3 + ycosI)
ed analogamente

Z'=x"+iy' =e"Z =
=(cos 9 +isen9) (x—iy)=
= (xcos 3 + ysen @) +i(xsend — ycos ).

25
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E’ facile verificare direttamente che le due trasformazioni indicate, oltre ad
essere chiaramente lineari, conservano la norma e gli angoli. Per la norma
basta osservare che:

@3) |Z']= e Z|=|e"*||z|= |z

ed analogamente, per la seconda trasformazione, per essere [7] = 1Zi
In quanto alla conservazione degli angoli, se moltiplichiamo col prodotto

interno il numero complesso Z per il suo trasformato Z' = ¢'°Z secondo
la (2.1) si ha:

Z xZ=x(xcos9~ ysen)+y(xsen9 + ycos ) =
= (.rz +_}’2)00519 =Z’cos8 = [Z'|-[Z!cos.9.

Non si ottiene un analogo risultato moltiplicando la (2.2) avendosi

Z xZ =x(xcos9 +ysend) + y(xsend ~ycosd) =
= (;14:2 —yz)COSS +2xysend.

In quanto alla (2.1) il risultato si interpreta geometricamente notando che

I'operatore e trasforma il vettore Z in un vettore Z’ ruotato di % .,
attorno all’origine e in senso antiorario. In altre parole la (2.1) & una
rotazione pura.
Per la (2) si puo notare che essa si pud pensare composta mediante le due
trasformazioni:

¥

Z =e"W, (2.2a) W=Z (2b)

La (2.2b) ¢ la simmetria rispetto all’asse delle ascisse, mentre la (2.2a) & una
rotazione pura. La composizione ¢ dunque una “generica simmetria” il cui
asse ¢ la “retta di punti uniti” che la (2.2) presenta come trasformazione
lineare. Un semplice calcolo implica che la (2.2) ha come retta di punti uniti
la retta H

x(cos$ — 1)+ ysend = 0 (2.3)

e centro nel punto C = (0,—sen.$, cos$ +1).
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Cio equivale a dire che Ia (2.2) ¢ una omologia di centro C ¢ asse (3) o
anche una simmetria ortogonale di asse (3) nella direzione di C.

3. Le tre algebre reali doppie

L’osservazione fatia all’inizio del Par.2 permette di riguardare un numero
complesso come un vettore 2-dimensionale ed € in tal senso che, 1"algebra
dei numeri complessi, si riguarda come un’algebra di dimensione due sui
numeri reali.

In questo paragrafo vogliamo rimarcare, anche se ¢io ¢ noto in letteratura, e
ridimostrare, in modo diretto ed elementare e per esclusivi fini didattici, che
tale algebra dei numeri complessi, in quanto algebra doppia associativa,
commutativa ed unitaria non & I'unica di interesse.

Sia A l'insieme delle coppie ordinate di numeri reali scritti nella forma
binomiale a+ib, con abe R dove i & una “indeterminata formale”.
Supponiamo che in A siano definite due operazioni:

(+): 'operazione di addizione definita, nella maniera consucta come
“somma di coppie posto a posto™:

(a+ib)+(c+id)=(a+c)+i(b+d)
I’operazione di moltiplicazione definita in fase preliminare ponendo:
(a+ib)-(c +id) = ac +i(ad + bc) + bdi®

dove il quadrato della indeterminata si definisce in forma pii generale col
porre:

P=ai+tf (3.1)
essendocr, f € R preassegnati,
Si dimostra facilmente che tale algebra & associativa, commutativa, unitaria
e anche distributiva rispetto alla somma, quali che siano &, f € R .

Presentiamo tre esempi:
a) Sel'equazione (3.1)¢:

si ha I'ordinaria algebra dei numeri circolari o complessi che oltre alle
proprietd su esposte, non contiene divisori dello zero.
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b) Se I'equazione (3.1) &:

si ha una differente algebra, detta algebra dei numeri bireali o iperbolici.
La struttura di tale algebra naturalmente non pud essere quella di
campo

in quanto ’equazione: x=1 , avrebbe almeno quattro soluzioni:
x =1 x =4,
Ci sono inoltre, divisori dello zero, avendosi:
0=#*—-1=(i-1)(i +1)

c) Se I'equazione (3.1) & :

si ha una terza algebra, detta algebra dei numeri parabolici o duali che non
risulta isomorfa a nessuna delle due precedenti. Anche 1’algebra dei numeri
parabolici non forma un campo ammettendo, ad esempio, 7 come divisore
dello zero. E’ facile verificare che i numeri duali, chiaramenle non isomorfi
ai numeri complessi, sono non isomorfi anche ai numeri bireali. Infatti un
divisore dello zero, nei numeri duali, ha la parte reale nulla, mentre un

. 5 Iy 2 2
numero bireale & un divisore dello zero, sce solose, a- —b” =0
Possiamo provare il:

TEOREMA 1 - Un'algebra associativa, commutativa, unitaria, distributiva
é priva di divisori dello zero se e solo se A = a® +4{0.

Dimostrazione - Se risultasse A >0 lequazione i’ =ai+f

presenterebbe due radici reali (non necessariamente distinie) per cui si
avrebbe: X

fl-w'-hﬂ:(i—}ff)-(f—;vz)zo

dove, essendo ¥,,¥, €R ci sarebbero divisori dello zero.
Viceversa, supponiamo che 1’algebra sia integra. In questa ipotesi,
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(4+iB)(x +iy) = (4x + BBy) +i[Bx +(4+ Ba)y] = 0

implica se A+ iB# 0 cheé x = y =0 .Segue allora che il sistema deve
avere la sola soluzione nulla in x ed y. Cio implica che si ha:

Ax+ Bfy=0
Bx+(A+Ba)y=0

A BB
B A+aB

‘ =0
cioé:
A*+a AB- BB* #0,YA,B R
che implica al variare del trinomio in A B che é:
a’ +45/0.
c.v.d

TEOREMA. 2 - Le algebre doppie associalive, commulative, unitarie,
distributive che ampliano il sistema dei numeri reali mediante la

i’ =ai+f

sono isomorfe ai complessi, ai bireali, ai duali a seconda che risulti:
A=a*+4p

rispettivamente minore, maggiore o uguale a zero.

Dimostrazione

Il prodotto di due elementi di un’algebra doppia unitaria, distributiva,
associativa ¢ commutativa & dato da:

(a+ib)(c+id) = ac +i(ad + bc) + bdi®
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i>=ai+f ovvero (2:'_0:)2 =A

Distingueremo i tre casidi A=0,A=0,A>0 e indicheremo nei vari
casi la trasformazione della base {1, I'} in un nuova base {1, j} rispetio alla

quale si abbia uno dei tre casi fondamentali di numeri duali complessi e
bireali,
CASOI Sia A =0, poniamo

J=2i-a

)

+a
Trasformando il generico a+ib in a+{(j—2—"}-b si oftiene

un’algebra per la quale i calcoli si eseguiranno ponendo jl =0, cio¢
I"algebra data ¢ isomorfa ai numeri duali.
CASOII Sia A )0 introduciamo la trasformazione:

I
= —(27—
i J,( )

o sl 1
j =y—2(21—o:)2 =-:V—2.ﬂ.=1.

La trasformazione costruita assicura I’isomorfismo con I’algebra dei numeri
iperbolici o circolari.
CASOIII Sia A{0Q. Posto A = _?2 introduciamo la trasformazione

]
=—(2i—a
J },( )

da cui

1 16 .=n 1
_}2 =‘V—2(.’2:—¢:.‘c)2 =y—2£\= -1

La trasformazione costituita assicura 1’isomorfismo con 1’algebra dei numeri
complessi.
c.v.d.
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Operiamo, ora, nei numeri bireali, in modo del tutto analogo a come

abbiamo operato in campo complesso. Tenendo conto che it'= 1,
definiamo la norma:

[

= (a+ib)a-ib)=a’ - b’

che, con a = cosh.9, b = senh 19, rappresenta la norma del vettore

unitario in quanto verifica la relazione fondamentale delle funzioni
iperboliche:

cosh’ § —senh® & =1
Un generico bireale di norma unitaria si pud dunque scrivere nella forma:
cosh 3 +isenh 9

e possiamo chiamare tale numero esponenziale bireale o iperbolico.
In analogia al caso complesso, per definizione, poniamo

exph(i9) = H'"® = coshd +isenh 3.
11 nostro problema ¢ ora quello di studiare le due trasformazioni:

Z'=H"Z G)
Z'=H"Z )]

Per (j) risulta:

Z'=x'+iy' = HZ = (cosh 3 +isenh 9)- (x +iy) =
= (xcosh 9 + ysenh &) +i(xsenh 9 + y cosh 9)

{;{ = xcosh 3 + ysenh 9
(3.2)

¥ = xsenhd + ycosh 9
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Le (3.2) rappresentano, dunque, una trasformazione del piano in se
stesso. Proviamo che la (1.2) conserva la “norma iperbolica”. Cid segue
dalla relazione:

‘Z’F =x” ‘}"2 ‘ = ‘(Iz cosh® &+ 2xy cosh 9 senh 9 + y* senh? ,9)‘ .

_(xz senh® 9 +2xysenh 9 cosh @ + y* cosh? ‘9) &
= ‘x_l({,‘,{}Sh2 9 — senh? 3) _yz(cosh:'. [ = Senhz ‘9)‘ )
=|x*-»*=I2f.

Nel seguito chiameremo prodotto (interno) iperbolico di due numeri
iperbolici Z e Z' la grandezza seguente

Z-Z :(x,y)-(x',y'):x-x' —ityy'= xx'— ',

Dalle (3,2) segue

Z-Z =x-x -y =x*cosh9+xysenh 9 —xysenh $— * cosh =
= (Jc2 - yz)cosh;‘?.

cioe Z e Z ' individuano due semirette caratierizzanti il settore
iperbolico & di coseno iperbolico:

o =y (wy)-(xy)

xt—y zZ?

cosh& =

Allora:
Z'=H?®Z

€ una trasformazione che conserva il modulo (0 norma) iperbolico ed i
settori.

In generale, una trasformazione di questo tipo (che & 1’analoga iperbolica di
una trasformazione lincare conforme) si pud chiamare trasformazione

settoriale o trasformazione lineare iperbolica.
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Si prova facilmente che se coshd #0 e senhd # 0 i punti uniti della
traslazione sono l'origine e i punti all'infinito delle rette
x-y=0,x+y=0

Se invece senhd =0 (essendo sempre cosh.9 =0 ) si ha una
omologia con asse improprio e centro nell’origine.

Lo studio della trasformazione Z' = H'®Z & del tutto analogo, trattandosi
di una composizione di una simmetria ortogonale per una trasformazione
iperbolica del tipo descritto sopra.
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SUNTO - I momenti di una somma di variabili casuali dipende sia dai
momenti puri che da quelli misti. In questa nota si introduce un indice
relativo dell'importanza di questi ultimi. Fissati i momenti puri, si individua
la relazione funzionale tra gli addendi che conduce ai valori estremi. Sono,
infine, suggerite delle applicazioni in Finanza, Teoria delle Decisioni €
Scienze Altuariali.

ABSTRACT - The moments of a sum of random variables depend on both
the pure moments of each random addendum and on the addendum mixed
moments. In this note we introduce a simple measure to evaluate the relative
importance (o attach to the latter. Once the pure moments are fixed, the
functional relation between the random addenda leading to the extreme
values is also provided. Applications to Finance, Decision Theory and
Actuarial Sciences are also suggested.
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INTRODUCTION!

The n-th order moment (n22) of a sum of random variables depend on

both the #-th moments of each random addendum and on the mixed
moments of the addenda. The aim of this note is to go a step further in the
investigation of the latter influence. A new index which is a relative measure
of the importance of the mixed moments in the determination of the sum
moments is introduced. As the Pearson coefTicient is a measure of the linear
dependence strength belween the two random addenda, so the new index
can be interpreted as a measure of strength of a particular non-linear
dependence.

This index can also be a useful tool for applications. Some examples of these
concerning Finance, Decision Theory and Actuarial Sciences are provided.
The plan of the paper is as follows. In Section 1 the problem is explained. In
Section 2 the higher order index is introduced and in Section 3 some special
cases are discussed. Further remarks involving the sum of m, m = 2, random
variables are pointed out in Section 4. Section 5 is devoted to applications.

1)- THE PROBLEM

Let X and Y be two non-degencre random variables (r.v.'s) endowed with
finite momenls E(X""i‘}'k ) for nz2 and k=0,..,n. Then, the n-th order

moment of the sum S = X +7Y is given by
A -1 [y n-1| n=kyk
E(x+7)" =E(X") +E(r")+ % ZI(JE(X r)! (1)

Above displays the fact that the »-th order moment of S depends on both
the n-th order pure moments of X and ¥ and also on a linear combination of
their mixed moments. We are aimed to explore the role played by the
dependence structure between X and ¥ in the determination of the latter.

! Although the paper is co-authored we specify that Sections 2, 3, 4, 5 are to
be attributed to Luisa Tibiletti, and Section I to E. Volpe di Prignano.
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2. A RELATIVE HIGHER ORDER INDEX

It is well-known that the second moment of a sum is given by
E(X +1)? =E(x?) +E(r?)+2E(xY) @

Denoting by
Lot S o

)
we can wrile (2) as
E(x +1)? =B(x?)+E(r2) + 20 JB(x?) [E(r?).

By the Cauchy-Schwarz inequality, r[Z) is bounded (_15,{:2)5”_

Consequently, rl:z) provides a simple relative measure of the influence of
the mixed moment over the sum variance, whenever the second moments of
X and ¥ are fixed This result suggests a way for delining an analogous
index for n > 2. In fact, by means of the Cauchy-Schwarz inequality we have

> }[ ] B(x™ "}*")szg‘}[ JE | S [ )JE(A = “]N (e8]

It is worth noting that the right-hand-side of the above inequality depends
only on the moments of X and ¥ and no mixed moments appear. Lel us

define the index
n-1[ —k -k
Iy ](k)E(X” r)

Efcarol

Clearly, it results —1=< r("] < 1. Formula (1) can be rewritten

B(x +7)" =E(x")+E(r")r U{z”-l( ) Jg(fin-*}] JE(}'”‘)} 3)

r“ "{)L
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So, once the moments until the 2(7 —1)-th order of X and ¥ are fixed, )

can be interpreted as a relative measure of the importance which is to be
altached to the dependence structure between X and ¥ in the determination
of their n -th order sum.

Remark 1. Cases n=3 and n=4 are relevant from the application view

point. In fact once the pure moments of X and Y are fixed, r[3) and r(q}

provide two relative measures of the influence of the dependence structure
between Y and ¥ on the asymmetry and the kurtosis of their sum.

Remark 2. Once the moments until the 2(n —1)-th order of X and Y are

fixed, a lower and an upper bound for E(X +)" is given by

E(X+Y)" 2 E[X"J +E[1’"] —zg; } " ,E ).’2(”_") 1#1?(1’2"]
E(X+1)" sr[x”) +.r:(1f" +zk J x ") J }’Zk

3. SPECIAL VALUES FOR ")

It is known that the index #2) is a mecasure of the strength of X and ¥
along a linear function, i.e., the more .Y and ¥ tend to cluster around the

graph of a linear function the more r(z) tends to the extreme values?,
A spontaneous question which arises is what is the function type clustered

by X and ¥ when the n-th order index ") tends to the extreme values. In
other terms, once the marginal distributions of X and Y are fixed, what is
the functional relation between X and ¥ which induces a greater influence

over E(X +1)" 7

2 That derives from the fact that Ir(z)|=1 if ]E{AT)}:JE(XI)JE(}’E).

That occurs if and only if there exists a rcal number o such that
P{I’ =aX} =1, sce for example ROHATGI [8].
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The answer can easily be derived from rewriling the following linear
combination of mixed moments

T [:J B(x™ r*)=E(w.7,)

where IV = XY and Z,) = Zi-] @E(x "'*"r""). Applying the Cauchy-

Schwarz inequality, we have

)= el

with equality if and only if there exists a real number o such that
P{IV =cz2{n}}=1. Therefore, the more the r.v.'s tend to be tied by the

following functional relation
n
xy= qzz;;(kan—k-ka-i i e @

the more ") tends to the extreme values.

The functional relation between X and ¥ for the special cases n=3 and
n=4 will be set out, by an analogous procedure that for n =5 can be easily
achieved.

3.1.a THIRD ORDER INDEX

Note that Zy) =3(X +Y). The lincar dependence between J¥ and Z(3)
implies that XY =3a(.X +Y), thus

Y= S , where a eR.

X -3a

If <0, r(:':' tends to the minimum; vice versa, it tends to the maximum if
a>0).
In conclusion, the more the r.v.'s are clusiered around a hyperbole the more

,-':3] tends to the extreme values.
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3.1.b FOURTH ORDER INDEX

Let Z(d) =2 2(,‘.'2+}’2)+3X}']. If a lincar dependence between the two

non-degenere r.v.'s I and Z(‘,] holds, there exists o €M, a # 0 such that

XY =2a[2(3(1 +}’2}+3,w],
or cquivalently,

X2 47?4 AYY =0, where g= 221

,a#0, (5)
a

Equation (5) is solved whenever a non-zero number y such that

Y=pX,

exists®, If y<0; r4) tends to -1; vice versa?, if >0 it tends to +1,
Conseqguently, when X and Y are clustered around a linear function r(:] and

,.(4:' tend to the extreme values.

3.2A NECESSARY CONDITION FOR THE STOCHASTIC
INDEPENDENCE

Whenever .Y and Y are zero-mean’ r.v.'s, r(i:} coincides with the Pearson
correlation cocllicient. The vanishing of this last, is a necessary but a non-
sufficient condition for declaring X" and Y independently distributed. A
spontancous question which could arise concerns the connections between
the stochastic independence and the vanishing of the higher order indexes

r{"]. Simple calculations prove that the independence between two non-
degenere null-mean r.v.'s implies null-indexes until the third order,
nevertheless for higher orders that could rof be still true. For cxample,

2

3Imposing f§ = y—, then ¥ = X is a solution of equation (5).
4
If y <0, then B2 2 and a <0. Vice versa, if ¥ >0, then #< -2 and a> 0.

If.X and ¥ are not zero-mean r.v.'s, we can replace them by the zero-mean
rv's X*=X-u, and Y*=X - u, where E(X} =p,., E{Y} =My
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r(q] >0 (see the Appendix). That shows that the mixed moments could play
an important role even when .Y and Y are independently distributed. A
necessary condition for independence is stated below.

Property 3. Lel X and Y be non-degenere and null-mean r.v. 's. If the
stochastic independence holds, then

P ifn<3 ©)

i3 (e et
AR

The proof follows from the fact that E(X"—"}"‘ )=E(X""‘)E(}’k) for

k=1,.,n-1and E(X)=E(Y)=
Clearly, (6)-(7) for all n=2 are not sufficient conditions for independence,
since they only imply

E(g(X) (1)) = E(e (X)) B(k(1)),

for all power functions g and / (sce the Appendix for a necessary and
sulTicient condition for independence).
Now, a generalisation of the Pearson coeflicient can be introduced

z;;;i[")E(X"““)E(Y“)
Zz;i[;j\] .(2[" k]) JE },21(

and Proposition 1 can be restated as follows.

(n) =

ifn=4 (7

, for nz2.

A1) =" (x, 1)~

Property 4. Let X and Y be non-degenere and zero-mean r.v. 's. If the
stochastic independence holds, then p‘:"] =0 fornz2.
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4. AN EXTENSION

Above resulis can be easily extended to the sum of m (m=2) rv.'s.
J‘l.’l,;+.,"-‘l';’F:

e n_pfvn 1 n! ( i ";r)
B(X )t Xy b(x. )+...+E(,1,,.,)+Z—~————"1L"”mEE XM XM), n22

the sum being taken over each solution I:nl,....,n,,,) of the equation
ny+....+n, =n,where n; eN and m; #n, foralli=1,...m. The index

n! -Hey
E(xp"... ()

ml..ng!

ﬂ! 2 2 2
y — E(). ') ..... JE(X .
ul!...nmIJ ]' " )

can be introduced. Since —I:Sr("](Xl,..,X,,,)él, it results a relative
measure of the dependence structure influence.

I\
(=]

.l"("]{:['l,...,.a‘lrm) =

5. APPLICATIONS

In this section we collect some topics where the above notion can be used.
5.1 ASYMMETRY OF STOCK RETURN DISTRIBUTION

A relevant issue under discussion in Finance concerns the asymmetry of the
distribution of stock-returns. This topic has long been investigated in the
literature and massive cmpirical studies have been developed (sce for
example LAU et al. [6]). As suggested by PECCATI and TIBILETTI [7]. a
possible explanation of this fact can be found in the presence of positive

(3)

dependence between the r.v.'s involved, inducing positive values for r7/.
Empirical exploration over more than thirty stock-returns covering three
years scems 10 confirm this suggestion (DEANTONI and TIBILETTI [2]).
This result tends to discredit a common opinion in Finance about the
diversification effect on skewness (see, for example, SINGLETON and

WINGENDER [12], p. 338). In fact, if +*) >0, the portfolio skewness may

not diminish as the number of different stocks increases. Moreover, rm can
be used for selecting stock-portfolios with the desired asymmetry.
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5.2 MOMENT PREFERENCE

A significant number of articles studies the preference of a decision maker
towards the moments of a random amount. The investigation has been
focused on two questions: can the direction of preference for each moment
be delermined by some a-priori grounds and if so, what is the preference
direction for each moment? For the third moment the first question has
reccived considerable attention (sce ARDITTI [1]; and KRAUS and
LITZENBERGER. [5] and SIMKOWITZ and BEEDLES [11]). With
reference to the second question, ARDITTI [1] and KRAUS and
LITZENBERGER [5] have implied a positive preference direction for the
third moment (see ROSSI and TIBILETTI [9]). For higher moments,
SCOTT and HORVARTH [10] proved that under appropriate assumptions,
rational risk-averse investors prefer the odd moments and dislike the even
momenls of the distribution. In line with these results, multidimensional
asset pricing models have been set out (see, for example, HOMAIFAR and
GRADDY [4]). Clearly, whenever the random amount under consideration
is given by the sum of two uncertain quantities, then their proper choice

must take inlo account the values of r(”] :

5.3 STOCHASTIC INEQUALITIES

A large number of commonly used slochaslic inequalitics involves the
higher order moments of the distribution (see, for example, FELLER [3], p.
152 for a fairly general method for deriving non-irivial incqualities
depending only on the distribution moments). If the r.v. under discussion is
given by a r.v.-sum then the above mentioned inequalitics can be sharpened
by varying the dependence structure among the r.v.-addenda.

5.4 RISK PREMIUM FOR AGGREGATE CLAIMS

Let S =X+ be a portfolio of individual random claims .X and } provided
wilh finite mixed moments E(X "_k}’k) for n=2 and k£ =0,..,n. Denoted

by u the decision maker 's ulility function, the risk premium £ for § can be
defined via

E[u(lV +S)| = u(1¥ - P)

where IV is the initial reserve. If ¢ is a sufficiently smooth function (sce
TIBILETTI [13]), then the risk premium admits the following expression
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u (1 £ oy
3(! ) i3 -i—...-i-%_uu +o(py)

s T YR L

where g; stands for the i-th order moment of S. Then, using formula (3) it is
possible to rewrite P in order to emphasise the contribution of the moments
of X and ¥ from that of their dependence structure.

APPENDIX

There exists a large literature on the search for conditions guaranteeing
stochastic independence. A thecorem containing various resulis staies the
following. The r.v.'s X" and }" are stochastically independent ifl

E(g(x)-a(1)) = E(g(X))-E(A(Y))
for all Borel-measurable funclions g and A, provided that the expeclations
involved exist.

This statement will be useful in the following.
Property Al. Let X and Y be non-degenere and zero-mean rv.s . If

stochastic independence holds, then r{4) =0.
Proof. Consider

B(x+1)" =E(x*)+ Er?) +4E(x1%) + 45()(31’) +6B(X?r%)=

= B(x*)+5(r*) +65(x?)5(r?)
therefore, it results r(q] >0.
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UNA CARATTERIZZAZIONE DELLE
CONICHE DI PG(2,q)

Stefania Ferri ™

SUNTO - Si prova che un k-insieme K di PG(2,q), con k < q+1, di classe [0,
m, n];, rispetto alle relte, tale che per egni punto di K passi, al pit, una retta
m-secante K, & una conica. .

ABSTRACT - We prove that a k-set K of PG(2,q), with k < gq+1, ol class |0,
m, n}, , with respect to the lines, such that for each point of K meets, at the
most, a m-secant line, is a conic.

INTRODUZIONE

0. Ricordiamo, cfr.[5], che un k-insieme K di uno spazio di Galois di
dimensione r ¢ ordine g, PG(r,q), si dice di classe [s, m, n]; , rispetto alle
relte, 0 < s <m < n < g+l, se le relte di PG(r, q) possono intersccare K solo
in's, m, n punti; K ¢& di tipo (s, m, n), , rispetto alle retle, se ¢ di classe [s, m,
n); ed esistono efleltivamente rette di PG(r,q) che intersecano K in 5, m, n
punti.

E’ noto che una conica di PG(2,q) € un (g+1)- insieme, costituilo da
punti a tre a tre non allineati di tipo (0, 1, 2), , rispelto alle retle.
In questo lavoro proviamo che un k-insieme K di PG(2,q), soddislacente
certe condizioni, € una conica.

" Dipartimento di Matematica, Universitd de L’ Aquila
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CARATTERIZZAZIONE DELLE CONICHE DI PG(2,q).

1. Vogliamo dimostrare il seguente

TEOREMA 1 - Un k - insieme K di PG(2,q), con k <q+1, di classe
[0, m, n], , rispetto alle reite, tale che per ogni punto di K passi, al piii, una
relta m-secante K, é una conica di PG(2,q).

DIMOSTRAZIONE: Detti tg, 1y, 1, i caratteri di K rispetto alle relle,
cioé i numeri delle rette di PG(2,q) che intersecano K rispeltivamente in 0,
m, n punti, si ha, clr.[6]:

to +t, +t, =q* +q+1
mt_ +nt, =k(q+1) (L.1)
m(m-1)t_ +nm-1)t, =k(k-1)

incui:
ls=m=q 2<sn= gl (1.2)

Dalla seconda e terza equazione di (1.1) si ricava:

=k[n(q-|—1)—-k—q] : :k[k+q—m(q+1)]

1.3
5 n(n—m) &

m

m (n—m)

Dovendo essere t, = 0, dalla prima delle (1.3), si ha k+q-m(q+1)=0,
cioé m<(k+q)/(q+1) ¢ poiché, per ipotesi, k < q+1, risulta m<(q+1+q)/(q+1)
=2 -1/ (q+1) e quindi, dovendo essere m intero, m < 1. Poiché per la (1.2)
& m = 1, sard necessariamente m = 1.

Dimostriamo ora che per agni punto P di K deve passare almeno una

refta m-secante, cioé una I-secante K.
Preso infatti un punto qualsiasi P di K, se le rette per P fossero tutte n-
sccanti, poiché i punti di K si distribuiscono sulle q+1 rette per P n-sccanti,
si avrebbe (n-1)(q+)])+1= k. Poiché, per ipotesi, k < q+1, dovrebbe essere
(n-D(g+1)+1 < g+1, cioé n (q+1) < 2q+1 da cuin <2 - 1/(g+1) ed essendo n
un numero intero sarcbbe n < 1 contro la (1.2). Ne segue I’asserlo.

Poiché per ogni punto P di K passa, per ipotesi, al pii, una 1-sccante,
ne segue che per ogni P passa esattamente una 1-secante K. Allora il numero

{, delle rette di PG(2,q) 1-secanti K, sara uguale a k. Quindi dalla prima
delle (1.1) in cui si ponga m=1 si ha:
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L=k=k[n(g+t)-k-q]/(n-1)
cioén (q+l)-k-¢g=n-1, da cui

k=(n-1)q+1 (1.4)

Pero, per ipotesi, k < q+1; nesegueche (n- 1) g+ 1 s g+l =>n<2.
Avendo supposto per la (1.2) n = 2, dovra essere n = 2.

Sostituendo n = 2 nella (1.4), si hache & =g+1.

Dalle (1.3) in cui m=1, n=2, k=q+1 si ha:

h=q+1 Lb=q(g+1)/2 (1.5)
¢ dalla prima delle (1.1) per m=1 ed n=2, in cui si sostituiscano I¢ (1.5) si ha
b=q(g-1)/2 (1.6)

Dunque K ¢ un (q+1)-insieme costituilo da punti a tre a tre non
allineati (cio¢ un (q+l)-arco) in quanto una relta qualsiasi di PG(2,q)
interseca K solo in 0, 1, 2 punti. Esistono eflettivamente tali retie perché,
per le (1.5) ed (1.6), i numeri t , t; , t2 sono tutti diversi da 0. Dunque K &
un (qt+1)-arco di PG(2,q) di tipo (0, 1, 2), rispetto alle rette e quindi & una
conica.

I1 teorema 1 resta cosi provato,
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ATTUALI SVILUPPI NELLO STUDIO
DELL’ASSOCIAZIONE TRA VARIABILI
DI TIPO QUALITATIVO

Carlo Antonelli’, Enzo Ballone™

SUNTO - L’analisi statistica di variabili di tipo qualitativo fa riferimento
alla funzione chi-quadrato. I primi sviluppi di questa [unzione sono dovuti a
Pearson (1904) ¢ a Fisher (1929); successivamente € stata arricchita di validi
contributi apportati da Yates, da Mantel-Haenszel ecc.

In questa nota si illustreranno alcune implementazioni della funzione chi-
quadrato, in particolare come test slatistico per la verifica dell’ipotesi di
indipendenza ¢ come misura dell’associazione lineare tra una variabile di
tipo ordinale ed una di tipo dicotomico nell’ambito della sua scomposizione.

ABSTRACT - The most common procedure for analyzing contingency lable
data is by using chi-square statistic. The carly development of chi-square
analysis of contingency table is credited to Pearson (1904) and Fisher
(1929), successively expanded by Yales, Mantel-Haenszel clc. In this paper
some developments of the chi-square function has been outlined, particularly
as statistical test for the null hypothesis of independence, for subdividing
contingency tables and the chi-square test for lincar association between
ordinal variables.

" L.T.C. “R. de Sterlich” - Chieti;
** Cattedra di Statistica Medica, Univ. Degli Studi “G. D’ Annunzio” - Chieti
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1. INTRODUZIONE

Nell’analisi statistica di innumecrevoli situazioni pratiche attinenti
fenomeni del campo socio-sanitario, ¢ non solo, ci si imbatte sempre pii
spesso nello studio di variabili di tipo qualitativo, ossia caratleri le cui
modalita sono espresse da “attributi”, “ctichette” ecc che non sempre
presentano un ordinamento oggettivo come ad esempio il sesso, la diagnosi,
il tipo di intervento ecc. A questa tipologia di caratteri, detti variabili
categoriali, appartengono anche quelle variabili quantitative continue che,
talvolta per convenienza, sono considerate discrete, cio¢ costituite da un
numero limitato di modalitd. Ad esempio la variabile peso pud essere
raggruppata per classi a ciascuna delle quali viene assegnato un numero
intero positivo.

In tali situazioni la metodologia statistica piti usata per lo studio delle
associazioni tra variabili fa riferimento alla funzione y* di Pizzetti-Pearson;
tale metodologia permette una valutazione in termini probabilistici
dell’associazione tra i caratleri osservali.

11 presente lavoro, dopo aver richiamato i principali aspetti metodologici
della distribuzione %°, riporta alcune “derivazioni” della funzione, e
precisamente quelle che le attribuiscono una valenza di test statistico per la
verifica di ipolesi, in particolare “la scomposizione del chi-quadrato” e “la
verifica dell’ipotesi di linearita”. Queste due implementazioni permettono,
quando se ne presentano le condizioni, di approfondire lo studio della
relazione individuata, isolando le modalitai che maggiormente o
esclusivamente realizzano 1’associazione (scomposizione del chi-quadrato)
oppure qualificando la tipologia della relazione stessa (verifica dell’ipotesi
di linearita).

2. ALCUNE CONSIDERAZIONI METODOLOGICHE

Si consideri lo spazio dei campioni di numerosili n conseguente ad una
estrazione casuale da una popolazione P, di cui si conosce la struttura
rispetto a due variabili statistiche (per struttura si intende la conoscenza
delle proporzioni di unitd classificate in base a tutte le possibili coppie di
modalitd dei due caratteri osservati). Si verifica che molti campioni
presentano una struttura uguale o “vicina” a quella della popolazione e
pochi una strultura molto diversa.
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Una misura di quanto ciascun campione si discosta dalla struttura della
popolazione di provenienza ¢ data dalla statistica CHI-QUADRATO nella
suil espressione:

g0 33 i) )
=1 =1 npy

in cui;

— e edrindicano il numero delle modalita delle due variabili;

- ngla frequenza assoluta, registrata nel campione, relativa alla coppia ij di
modalita delle due variabili;

— n la numerositd del campione;

- py; la proporzione (frequenza relativa) di unita statistiche che presentano,
nella popolazione, la coppia di modalita ij;

~ npy la frequenza assoluta teorica del campione, relativa alla coppia ij di
modalitd, sotto I'ipotesi che esso presenti la stessa strutlura della
popolazione.

In riferimento all’espressione (1) si pud osservare che essa non dipende
dal tipo (qualitativo o quantitativo) di caraltere in esame e, inoltre, si
verifica che i‘; 21 e :Z] jzt np,=n- Quest’ultima eguaglianza

i=l j= - -
implica che i k (k=cxr) scarti /; = n;; - np; non sono fra di loro indipendenti
ma ognuno di essi ¢ vincolato dalla condizione che sommato agli altri -/
deve rendere nulla la somma }: z I, Questa condizione rappresenta il
=l =1
vincelo (v). 11 numero delle modalita della variabile statistica diminuito del
numero di vincoli costituisce il grado di liberta (g), dove g = k-v.

La statistica chi-quadrato, che in sostanza misura la discrecpanza [ra le
[requenze osscrvate nel campione e quelle “teoriche”, risulterid uguale a zero
(x> = 0) solo sc ny = npy (caso di perfelta aderenza tra struttura del
campione ¢ struttura della popolazione), maggiore di zero {f > 0) quanto
piit le frequenze osservale si discostano da quelle attese.

La distribuzione campionaria della statistica chi-quadrato & espressa
dalla funzione di densita della variabile casuale del III tipo di Pearson che
presenta la seguente espressione:

=0 £ =
PGrt I g)=——e T (z ) d(r ) R @

)
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o0
essendo la funzione gamma data da:  T'(x) = I iS5 entclie b 1B)
0

Gralicamente la forma della curva si modifica al variare dei gradi di
libertd, presenta un andamento ecsponenziale negativo per g<3 ¢
successivamente una forma campanulare con asimmetria destra che, molto
marcata per valori bassi di g, tende a ridursi all’aumentare dei gradi di
liberta (per g>30 la distribuzione si approssima a quella gaussiana).

7x=
OF -

o3z
o2

(o}

oo
2 16 . 20 24 @ 28 x

Fig.1 Funzione di distribuzionc del »* per alcuni gradi di liberta

3. IL x* COME TEST STATISTICO PER LA VERIFICA
DELL'IPOTESI DI INDIPENDENZA

Si ipotizzi che, in una popolazione P, due variabili siano indipendenti.
Sotto questa ipolesi, chiamata usualmente ipotesi nulla (Ho), si € in grado di
determinare le frequenze teoriche npy del campione ¢ quindi, tramite la (1),
il valore del %* campionario (y°,). Mediante la (2) si & in grado di calcolare
la probabilitd di ollenere un valore di * che, soddisfacendo ai v vincoli
imposti, sia uguale o maggiore a quello ottenuto dai dati del campione,

ossia:
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1 T -1p
._.jg 2

E) x:

2

) dzh) W

Pinds Ll el
271

Si pud ovviare al calcolo dell’integrale, essendo disponibili delle tavole
che forniscono, per prefissati gradi di liberta, valori teorici di 1 che possono
csserc superati con diversi livelli di probabilitd, di solito si considerano il
5%, 1'1% e 1'1 %o, denotando che solamente il 5% o I'1% o I'1%. dei
campioni, estralti casualmente dalla popolazione P in cui le due variabili
sono indipendenti, presenterd un valorc del %* maggiore o uguale al valore
“critico” tabulato (yx°). In definitiva se dai dati del campione risulta un
valore del ;.r,zc, < xzc il test non ¢ significativo e lo scostamento tra ipotesi
fatta e dati campionari ¢ da attribuire a fattori casuali e/o di campionamento
¢ si & indolti a non rigettare Hy;, se, invece, %% > %’c il test risulta
slatisticamenle significativo ¢ segnala che si € verificata una delle duc
seguenti possibili allcrnative:

— il campione, ad esempio con prob. 0.05 (livello di significativita), ¢ uno
fra quel 5% di campioni non rappresentativi provenienti da una
popolazione in cui ¢ vera Hy;

— il campione, con prob. 0.95 (livello di fiducia), provienc da una
popolazione in cui Hy non & vera,

Naturalmente in tale situazione si accredita la seconda possibilitd e si
dira che, con un livello di fiducia del 95%, si rigetta 1'ipotesi che le variabili
in esame siano indipendenti; cié equivale ad ammetlere, con un marginc di
errore del 5%, I’csistenza di un legame associativo fra i caratteri osservati. Il
margine d’errore, all’occorrenza, pud esserc ridotto aumentando di
conseguenza il grado di fiducia.

4, SCOMPOSIZIONE DEL CHI-QUADRATO

Una volla rigettata Iipotesi di indipendenza Hp in molti casi pud essere
utile approfondire 1’analisi cercando di individuare le modalita delle due
variabili per cui si manifesta la massima associazione. Cio equivale ad
analizzare i “contributi” che le singole modalitd forniscono al legame
associativo complessivo.

E’ questo il problema della “scomposizione del +** che viene risolto
sfruttando la propricti additiva della funzione.
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Qualsiasi tabella con r righe e ¢ colonne (rxc), con r efo ¢ >2, puo cssere
ripartita in tante sotlotabelle quanti sono i gradi di libertd della tabella di
partenza (g=(~1)(c-1)); ad esempio per tabelle rx2 si possono formare r-1
sottotabelle 2x2 con il seguente criterio:

— la prima soltotabella si ottiene considerando solamente le prime due
righe;

— le successive si ricavano dalla precedente “accorpando” le due righe
presenti ed aggiungendo la riga successiva della tabella di partenza.

I totali marginali, per tener conto del falto che quesic tabelle 2x2 sono
sottotabelle ottenute da una pint grande, sono le distribuzioni marginali
dell’intero campione. Naturalmente la ripartizione della tabella iniziale nelle
softotabelle 2x2 deve avere valenza logica, ossia deve rispondere ad un
preordinato piano di confronti singoli programmato dal ricercatore. Di
seguito si riporta uno schema di scomposizione per una tabella 3x2:

4 | T Y2 Lot. XY v ¥2 tot.
X n Nz R, X np nz R,
X2 nyy N2z R, X2 nz N2z R,
X3 N3 ER R, tol. C] 'Cz N
tot. C| Cz N

(a)
| T Y2 tot.
XX nyy+nz) nyz+nz; Ry +R,
X3 ns; n; Rj
tot. C, C. N (5)

)

Anche il test y* per lindipendenza, da utilizzare per ciascuna
soltotabella, deve essere modificato per tener conto del fatto che si opera su
sottotabelle oftenute da tabelle pin grandi e quindi devono riflettere le
caratteristiche del campione completo. A.W.Kimball (1954) ha proposto una
serie di formule relative a vari gradi di libertd. Di seguito si riportano le
formule del test %* relative alle due sottotabelle estratte da una tabella 3x2,
la formula generale per tabelle rx2 ¢ la formula generale per generiche
tabelle rxc:
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2 N?(mym, —mym,)*

= ¢
K= CORRR +1,) )
2 _ Niny,(m, + 113,) = My (1, + 1)) 7

O} CCR(R +R,y)

> Nz{.”riljzﬂil "”m,lz"ﬂ )*
CICZRHI(Z R;)(z R;)
=) =

2 N[R(m,C, — ny,C ) = 1 (m, G, - m,C)) ©)

(e) RR,(R + R,)CC,(C +Cy)

Esempio - Si ipotizzi che la distribuzione di 319 alunni del bicnnio di un
istituto superiore, classificati in basc alla distanza fra la loro residenza ¢ la
scuola (misurata in tempi di percorrenza), ed ai loro esili scolastici in
termini di successo (promozione) e insuccesso (bocciatura o abbandono), sia
quella riportata nella tabella segucnie:

Esilo scolaslico

Tempo (min.) SUCCESS0 insuccesso  Tot.
0-30 150 21 171
30-60 78 17 95
=60 37 16 53
Totale 265 54 319

Ci si pud chiedere se, in base ai dali registrali, il “pendolarismo”
influenzi negativamente gli esiti scolastici; cio¢ se le dillerenze di successi
riscontrate tra i ragazzi pendolari e quelli residenti sono dovule al “caso”
oppure dalla condizione di “pendolarismo”.
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11 test statistico % , secondo la formula scgucnic:

P ) Sk e ao

*
=l =1 Hy

dove n; sono le [requenze assolute osservale e my* le corrispondenti
frequenze assolute “attese” nella ipotesi di “ indipendenza ™ fra le variabili
( Hy, I’esito scolastico & indipendente dai tempi di percorrenza), permetie di
dare una risposta al problema. La distribuzione delle frequenze allese, solto
H,. ¢ stata oltenuta applicando le percentuali marginali di riga al totale di
ogni colonna della tabella precedente.

Esito scolastico

Tempo (min.) successo insuccesso  Tot.
0-30 142 29 171
30-60 79 16 95
>60 44 9 53
Totale 265 54 319

Utilizzando la (10) si ottiene %, = 9.32 che, essendo maggiore di 7.82
(valore critico del x> con 2 g ad un livello di fiducia del 95%), permelte di
affermare, con un margine di errore del 5%, P’esistenza di una associazione
tra tempi di percorrenza ed esili scolastici ¢ quindi di concludere che “il
pendolarismo” influisce negativamente sull’esito scolastico.

Volendo approfondire 1'analisi per indagare su come i vari tempi di
percorrenza vanno ad incidere sugli esiti scolastici, si ripartisce la tabella, in
base allo schema (5), in due sottotabelle 2x2 che riportano gli esiti scolastici
relativi ai tempi di percorrenza 0-30 / 30-60 ¢ 0-60 / >60:

Esito Esito
Tempo suc. ins. Tempo suc. ins.
0-30 150 21 171 0-60 228 38 260
30-60 78 17 95 >60 37 16 53
265 54 319 265 54 319
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Applicando la (6) e (7) alle due sottotabelle si ha;

2 319(17-150 - 78-21)° B
) 265-54.95-171(171+95)

:  319[16(150 + 78) - 37(21 + 1 T)J}

- =17.
(#) 265-54-53(171 + 95) 248

Il risultato del primo (est risulta chiaramente non significativo, mentre
quello del secondo evidenzia una significativitd statistica del 5%; si puo
concludere, quindi, che solamente una distanza superiore ai 60 minuti di
percorrenza influenza in maniera statisticamente significativa I’andamento
scolastico degli alunni. La correticzza della procedura di scomposizione &
confermata dalla relazione 7 1o = %) + % w-

5. SCOMPOSIZIONE DEL “CHI-QUADRATO PER IL
TREND”

Il z* come test statistico di indipendenza non fornisce informazioni sul
lipo di relazione e/o associazione esistente tra le variabili in esame. Qualora
la variabile risposta sia di tipo dicotomico (vero, falso; deceduto,
sopravvissulo; miglioralo, non migliorato ecc) e la variabile indipendente sia
di tipo ordinale & possibile, altraverso la logica della scomposizione,
suddividere il valore complessivo del test in duec componenti; quella dovuta
all’associazione di tipo lincare tra i due caratteri ed quella dovula ai
cosiddetti “fattori casuali”. Naturalmente affinché ci sia una relazione di
tipo lincare tra i duc caratteri dovri risultare significativa la componente
lincare e non significativa quella dovuta al “caso”. L’eventuale
significativita di quest’ultima denoterebbe che ci sono altre variabili che
influenzano il fenomeno, variabili che non vengono spiegate dal caraticre
considerato indipendente. Un esempio potri chiarire 1’importanza di questo
tipo di analisi.

Esempio - Al fine di coglicre ulteriori clementi predillivi sul rendimento
scolastico degli studenti, ai 319 ragazzi esaminati precedentemente & stato
chiesto il numero medio di ore dedicate giornalmente allo studio, I risultati
sono riportati nela seguente tabella:
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Qre di studio
Esilo scolaslico <1 2 3 4 >4 Tot.
Successo 10 43 74 104 34 265
Insuccesso 11 26 14 3 54
Tolale 21 69 88 107 34 319

Scomposizione del Chi-quadrato totale:

Componenti del y° Valore g p
ot 62.1 4 <0.001
Crin 57.7 1 <0.001
A hes 4.4 3 n.s.

dove p indica la probabilita di ottenere valori di 2%, solto ipotesi di
indipendenza, maggiori o uguali di quello campionario.

L'analisi delle componenti del test evidenzia come 1’associazione tra le
due variabili sia di tipo lincare, cio¢ al crescere delle ore di studio aumenta
la probabilita per lo studente di esserc promosso. Si pud concludere, quindi,
che il tempo dedicato giornalmente allo studio risulta esscre un fattore
“determinante” il rendimento scolastico.

6. CONSIDERAZIONI CONCLUSIVE

La funzione %° di Pizzelti-Pearson assume, in definitiva, un ruolo di
primo piano nella Statistica applicata allorquando, nell’ambito di una
ricerca campionaria, si affronta lo studio delle associazioni intercorrenti tra
due variabili categoriali. Perlanto si & voluto focalizzare I’attenzione su tale
funzionc-test richiamando i principali aspetti metodologici della sua
distribuzione e riportando alcune derivazioni del test, quali Ia
“scomposizione del chi-quadrato” ¢ la “verifica dell’ipotesi di lincaritd”, al
fine di ampliare il campo di utilizzo di tale funzione. Queste
implementazioni consentono una maggiore qualificazione della eventuale
relazione individuata tra le variabili e permettono, quindi, uno studio piu
dettagliato sul “dove” e “come” I’associazione si realizza.
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UN ESEMPIO DI IPERGRUPPO
OTTENUTO MEDIANTE COMBINAZIONI
LINEARI

Emma Gelsomini

SUNTO - La presente nota ¢ il riassunto di una breve conversazione tenuta
nell’ambito di un seminario della Facolta di Architettura del Politecnico di
Milano, che tendeva a fornire esempi di ipergruppi, mediante strutture
clementari, e note agli studenti del biennio universitario. E questa la ragione
per cui invece di presentare 'esempio nella sua forma pit generale, come
indicato nel paragraflo quattro, ho preferito presentarlo mediante I'wtilizzo
dello spazio vettoriale delle funzioni di una variabile reale.

ABSTRACT - This paper is the summary of a conversation that took place
at the Politecnico of Milan during a seminar in which we wanted to give
examples of hypergroups by means of elementary structures. This is the
reason why the cxample of hypergroup is presented by means of a veciorial
space ol a real variable, inslead of utilizing a more general form suggesied
in h four,

1. E ben nota la nozione di gruppo. Ricordiamo, con LOMBARDQ
RADICE [6]. che un gruppo ¢ una coppia {G,'), dove G ¢ un insicme e
® ¢ una operazione binaria interna soddisfacente i seguenti assiomi.

Lavoro svolto nell’ambito del gruppo di ricerca MPI 60% del Politecnico di
Milano
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(a). E associativa.

(b). Le cquazioni di primo grado @a® x=25 ¢ y ® @ = b hanno una ed una
sola soluzione in G .

. . " v 2 —1 #
Si chiamano elemento neutro # di (G,') ed clemento inverso a di

a €7, rispeltivamente, gli clementi di G soddisfacenti alle seguenti

Mot -1 = =k
relazioni, wea=aei=a e¢ asa =q eda=1u. Si dimostra,

altraverso gli assiomi (a) e (b), che esisle !'elemento neutro di (G,') e

Vinverso di ogni elemento di G .

1.1. Si chiama ora ipergruppo (CORSINI [2],[3]) la coppia (G,U) dove G
€ un insieme non vuolo e

LI o:GxG— P'(G)

¢ una applicazione di &G x G nell’insieme P'((G) delle parti non vuote

diGG.
1.1.2, L’operazione © ¢& associaliva:

Vx,y,ze(G xo(yoez)=(xoy)oz,
dove
-(x Uy)uz: Uaﬁxﬂyauz

xo(yoz)=U,q, X°b.

1.1.3. Per 'operazione © wvale la scgucnle proprictd, detla proprieta di
riproducibilita:

Va,beG, dxeG:beaox 3dyeGbeyoa.
1.2.E’ ben noto che sussisle il seguente

TEOREMA. Sia (H ,0) un ipergruppo. Si supponga che ogni iperprodotto
sia un singleton. Allora l'ipergruppo é un gruppo.
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Tale teorema. di facile dimostrazione, giustifica il nome di ipergruppo dato
ad una iperstruttura che soddisfi gli assiomi 1.1.1, 1.1.2, 1.1.3.

2. Sia ora X un insieme numerico non vuoto. Sia A Linsieme delle
applicazioni definite in X, Si chiami

o dxA—P'(A4) (0

'operazione che associa ad ogni coppia ordinata ( fnf z) eAx 4
I'clemento di P'(A), insieme delle parti non vuote di A, secondo la legge

Vivfred, fiofr={Af1+pffanen. @)

Si vuole verificare che la coppia (A,U) & un ipergruppo.

3. Iniziamo con il notare che la (2) fornisce una applicazione
g.Ax A— P'(A), (cfr.(1)), come richiesto da 1.1.1.

3.1. Proviamo ora che Vf g,/ €A risulta

(fog)oh=fo(goh), (3)

come richiesto da 1.1.2. 5i ha infatti

fog={Af +pgines
¢, quindi,
(fog)oh= {p(ﬂf + ug) + j’fi‘}p,).,y._r eR=

= {If +Eg+ﬂ?}l_,ﬁ,y e R o

essendo A = pA ¢ i = ppt. Non dipendendo I'ultimo membro della (4)
dall’ordine in cui le funzioni sono considerate, la (3) & provata.

3.2. Proviamo ora la proprieta di riproducibilita (cfr. 1.1.3), tenendo conto

che I'iperoperazione (1) introdotia ¢ chiaramente commutativa. Proviamo
che

77



E. Gelsomini Ratio Mathematica Num.11 - 1996

Vf,hed,Ixed:he fox, (5)

come richicsto da 1.1.3. Proviamo cioé¢ che, date comunque f, g, csistono
A, i eN, x € A, taliche
he{df + ). (6)

La relazione (6),c quindi Ia (5), sono manifestamente verificate se si prende

A=0,x=kh(con k eM/{0}), u=1/k.

3.3. La struttura (A - CF) ¢ dunque un ipergruppo conunutalivo.

4. L’csempio illustrato ¢ certamente semplice da presentare considerando
solamente la nozione di funzione. Chiaramente, ¢ con immediati ¢ semplici
cambi di notazione, I’escmpio su esposto si generalizza al caso in cui
I'insieme A sia il sostegno di uno spazio vettoriale di dimensione anche
infinita, su un arbitrario campo, anche finito, potendosi in tale strutlura
usare la nozione di combinazione lincare.
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ON A FIRST ORDER UNILATERAL
EVOLUTIVE PERIODIC PROBLEM

Angela Gallo , Anna Maria Piccirillo

SUNTO - Si considera il problema periodico connesso ad una disequazione
variazionale di cvoluzione del primo ordine e si analizza la questione
dell’esistenza della soluzione.

ABSTRACT - We consider the periodic problem related 1o a first order
evolulive variational cquation and we study existence of solution.

INTRODUCTION

Let Q; and Q, beopensetsof R with Q= QNQy =#0,V;(/=12)

a closed subspace of 1™ () (mj eNy).
We note that

Lz(u,?‘;V.'];Lz(u,i";LQ(Q;));LZ((},J';V,I] [ﬂ<7'<+m, V} = dual space of l{.-),

with continuous and dense embedding. We add that the reflexive Banach
space

5= 20451 2015 bk, =l

|.r.2(u,;f';V]) +i“' H;}[u,r;if,’]

Rescarch performed under the financial support of M.U.R.S.T.
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A. Gallo, A.M. Piccirillo Ratio Mathematica Num, 11 - 1996

is such that [8]
S| ;CU([U,'I']. 7 (:zl))

with continuous embedding.
Let us denole by:

(.9.]+] the inner product and the norm in I%(Q),
(-»9); .1+l theinner product and the norm in LZ(Q;),
| - ||! the normin Vg,

¢ the pairing between ¥} and its dual V;.

Let be given ELZ(U,T;V;) and the [amily of operaiors

Aj (!) € £(V;.V£ )(f € [U,T]] such that the bilinear forms on V]

a;{f,y,z) = (A; (r}y.z)l
are simmetric, uniformly coercive and continuous respect to £,

n;(f,y,y:la c'||y||} vt E[[}.T] and ¥y €V} ,

(c',c" = const.> {])

]a;[&‘,y,z]‘ic“”yﬁf E|z|L. Vi EIU,T] and Yy, z el ,

and we have
ar,y.2)eC ((0.7]) Vy.z en,

<e" |y, zll; a-e on ]0.7] and Vy.z eV} (c" = const.> 0)

|u}{;, ».2)

where a}(l,y,z]:%a;(.’,y,z] :

Let be given e 2 (U, IS 2 (!-’.1}) such that the closed convex set

5 3
K= [("’1:"2) e n.’,2[0,?";%)/v]{f}\y{f] < vz(l) on Q a.e. on ]U,T[}
=1
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is not empty, then we consider the following

PROBLEM (P). Find {ul.uz)e{S]xLz[[}.T.'Vg)]ﬂK such  that

11 (0) = u (7)) and morcover

ACTORIOR ul(.E))l dt + %; 1E (@i ()= (0) +
(OO - (@), Ja =0 V(rv)eK

or

(1) - (@), + %1 et @v10) =)~ (201 ) - m D), =

a.e. on ]U,T[ and V(v;.vg}eK.

The problem we will analyze has been suggested by a paper by Toscano
[10]. But derivatives respect to f of both the components of the unknown
value (u),u2) appear in it.

In our analysis we state (wo existence theorems for the solution of the
problem (P) (Theor. 1 and 3); the uniqueness of the above solution is
morcover easy to check.

The first theorem is obtained making use cither of an existence and
unicity theorem of the weak solution of a first order evolution variational
inequality or of the fact, that owing to a hypothesis on v, cach clement of
the convex set is approximable with proper regular functions.

The proof of the second theorem is based substantially on a result relative
to the penalized problem (Theor. 2). To demonstrate the latter we need, first,
to prove the existence of the periodic solution of an appropriale system of
first order non-linear scalar diffcrential equations. That, dilferently from
standard cases, involves some difficulty originating from the absence of the

et
lerm =i

di
Finally we will examine (he case V] = H[IJ @) =0 () and 4())
and Ay(f) the latter being second order integro-differential operators. We

will also point out a property of regularity “respect Lo x" of the solution
(Theor. 4), approximating u, with the solutions of a family of linear

variational equations dependent on a parameter.
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1. In order to prove a [irst exislence thecorem for our problem (P), we
assume:

4"1) there exists a non-negative constant y, such tat

a(T,y.y)-aif0.y.y) 2y} wyerr,

i2) _,fl =g +gy with g EI}'I(U.T',’V}‘), £ ELZ(D,?'; LZ(.QI)) -

air)-21(0) e2(@) if 11=0,
i) 5 en'(t}.?'; lf'é], £(0)=5(1) if y2=0,
ia) we HI(U, T (rz)). w(1) <0 on Q a.e.on 0,7], w(0) =w(r) .
Lel us denole by L the operator from

D(r)= {{vl, va) €8y x I2(0,T;V3) /v (0) = v[(?')}

s0 defined

2
v = {ul,vz) E.-’)(L} and Ww = (“'la w?_) e[1 LE{U, T V;}
=1

7
(.’..v, w) :J‘ <'.ri{f}, W] (!')}I dr .
0

*

2 '
Obviously the operator L is into []‘[!,2 ({l, TV )J and it is linear and
=1
monotone.
We note that

2
(1) KND(L)=K  in [TEA(0.7:V}) .
i=1

Indeed, il {vl.vz}e.‘( ,forany £ 0 let vy, EHI{U,?';V;) be the solution of
the problem
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ev}c (f)+ wia(r) = vfg{l) a.e. on ]0,?'[, vk(ﬂ}: vfs(i") =
we obtain [3]:
v~V in *(0.7;77) for e—0

and by means of i4)
(Vls g 1'2{:) ek

since, taking into account that

f t 5—1
vig(t) =¢ 51’55{0}+§J e & vi(s)ds Ve e[0,T],
0
5=l
I.Pk._([]}.:-——i——},,—J‘ e B vf(s}ds,
E[l-—e_;] 0

we gel

("Ia{f] -V (]'),-:p) < [- \[l(:‘},{p) v1el0,T] and Yo eCF(Q) with
pz0.

THEOREM 1. Assumed that hypoteses ij)—is) hold, the problem (P)

admits one (and only onc) solution (rq,ug) and it resulls

| € Hl (l], i I}(ﬂ[)) s

Proof. At first since L is monolone operator and the bilincar forms a, and
a, are uniformly coercive and continuous respect to f, using also the
considerations given for (1) then [4] there exists one (u,u2) € K such that

T
J‘ [(v'](f] vl[f) - :.'1(.'))! +%J [a; (f.v;(f), v;(f)—u;[r))+

@ 5

)= ]jrzo  Itrv2) <KODL)
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By virtue of (1), we can state to result by proving that
ol ) A
3 uy el (U,?, L (.Ql)), ) (0) =) (1),

since, using (2) with vy = Auy +(1- L)y (1, e[0.]]) and taking the limit as
A— 1, we have

o —

|(I’.‘;(f),1'1{f}—rql:.‘))] +%f[ag (.E,u;[r],v;l:f)—rq(r)]—(f,:(r}, v;{!)—r;;(t}h]}cﬁ =0.

Il y, =0, being u,, the clement of 1 ](0.‘.7'; V;) solution of the problem

(C))] mr}iz(l} -+-rqﬂ(f}=rq(r} a.c. on ]0,.7'[, :{;5{0}=u,fc(?'} s

inequality (2),written with v; = 1, produces the upper limitation

2 \
-+ D (O + 22z, 0)f <

u (1)

P vl e ,
S%%Hg "u;&.{:)!h dt +>]1c;j[}::1<ﬁ{f). u;s(r»f{ﬂ

15

and then, because of .-‘2,).1'3) . we are lead to:

te (a = const. >0 indep. of 1»:)

<
(o7 (e)) i

from which the (3).
Let us study the case y, = 0, showing at first that

(5) u,ecﬂ([u,'r]. Lz{Q])), u(0) = (T) .
Let [fl,,} be a sequence ELz([},T;LZ(QI)) such that f, — f] in

i (l}, 1 ) Proceeding similarly to what reasoned with the case y, > 0, we
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state  the cxistence and uniqueness of {:Th,,'ﬁ'z”)EK ,  with

iy EI,E(O.?','LE(QI)) and i, (0) = 1, (7) , such that for every (v[’vz)eK

{EL 0 0-5,0), 1m0
. (ﬁ,,{r), vi()=7in (r))1 ~(f2(t).v2(1) - 72, (r))z} dt=0

(6)

O Sy

(El'n {I)' ¥] {") — Uy ("))] - i?: ! ”f(r-ﬁhi‘ {I)' vy {:) — 1y, (f}) 2
> (j],, (1), vi(r) =7y (r))l +{f2(1),va () -2, (r})z a.e.on [0, 7]

sothat Vm,neN

' 2
(Hlm( } "lu("} "Im(") ”In("])l *% { Gl(frﬁhn(f) ‘E.En(‘)rﬁhu _F*'-fn{f}) s
5[;’]:}:{!) - Jn (r}ri"-lm{" “l.u(" )] (60 (#00 ]0*"'"[

from which
1\ - {= & 2 A= 3 2
':};|"I?ii (f} — Ul ("}If +c ””lm ':") —Hlp (")HI +2c H"lm{j) P uz_,,(f)“?_ =
1 2 -
S?"ﬂm(.')—ﬂ”(i‘]]h,l- a.e. on ]0,;' [
Then the following upper limitations hold:

& 1 ()~ O dt +2¢ 1§ [am () ~Tan O <

<2 1 Lim@ A e

vie0.7] iﬁlm() iy (£) ] ":— _[0 Hflm{f fln( - “’" +
i (0) ~ 7 O)
(BCFT —1) |F|,,.,{U} ”ln{u)| ”f Lm 'E} f ]u |V
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from which we deduce the cxistence of an element {El,ﬁg) ek with

7| ecﬂ([u,r}, Lz(nl}) and #1(0) = (7’) , such that
iy —> Ty in L‘? ([}, Tk I’}],
g —>w  inC° ({u.?']* I (Ql)).

Then , taking into account that (6) is equivalent to the upper limitation

I(;)r {(vi(f),vl(r) - :T[,,(f))l + %f aj (r,?.-';”{:], vi(1) —E!n(f])+
~(fin()v1() =T (0)), = (/2(0) v2(1) —ﬁz,,{:))z}d: 20 V(vy,v2) eKND(L),
we gel

and (5) lollows as a consequence. We have to verily the first of (3). To this
aim, considered the solution of the problem (4):

. s=T s—1

T 1 1
: &y .s‘d+—/j 4 wls)ds Vie|l0,T
[T u@aes /| e ulas viepor]

|
|~

e

(N ".*e:{f] NN L)
E[l— c";J

it is enough to cstablish that

@ e i (0,'!'; 2(c )) < e (c = const. > 0 indep. of €).

Indeed, selting in (2) v; = u,_, we oblain:
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iJT
2Jg

+[g1{'.'"] - gl[(]],uk;{ﬂ])] _I{;; (gi (e‘).uk._(r})]sz +
+%J‘: lgz (f]ﬁ dt + jg'(fz{f],u}_c (I))Z dt

from which (8) lollows by 53) and by the upper limitation

: 2 w2
e (f]h ar+ Lo 0)fy <5 ) 1 e () e+

e O)] <[ leo(fo.r122(@y)

by virtue of (7) and the first of (5).

2. Now let we assume;

¥
"I) there exists a non-negative constant y, such that

a]{'.",_v,y)— ﬂl((), y,y} =R 1||y]ﬁ)' Wy ell,
bilinear form a, is independent by ¢, in other words
ay(t.y.2)=az(v.z) Vy.zely,
i = ’ e s o g2
m) fi=g+g, with gell ({J,I,Vl). g€l (u,?,f, {nl)),
a@)-a0 (@) i n=0.
5) Aec(01)13) £O=n)
f;] w e ([o.r} ™ (@), w() i aeon o],
w(0) =y +pg withy €V] andypy <0 on ©, w(0) =y (1)

Concerning penalized problem, the following existence and unicity
theorem holds.
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THEORERM 2. Under the hypothesis :i) - 1:1) , for any £ > 0 there cxists

2 I
one and only one (ulu,uzc}e ﬂ!,z((],?';V;) , with e eLz(U, T; LE(QI}J :
i=1
which is solution of problem

)

(n;e[l},y)] +a) {r,ulﬁ(r),y} + az{rfzﬂ {r],z) -F--:{[rrls(r) +‘I"u':f:'—"25;(r]] + ’y_z) =

= (fl(r),y>] + <f2(r},z>2 acon 0,7 ¥(y.z) eV xVy,
(10) "l::l:{];' = HIE(T) .
and il rcsults

(11)  ugg ECO([U.?'].VQ}. 15, (0) = up (T),

(12) ”;i: g

pa [u,’.r',-ff (@ )) el 2 (0.157) k |u2" H 120,17,

being ¢ a positive independent of & constant.

Proof. 1t is casily seen the unicity of {n]u,uzc). As far as the existence we
at first observe that for any z € 12(€) and for any te[0,7], since the

operator B, on I} into I, such that

1

(.*)’Ey.w}z = ”2{}': u-) - ;('[z —y]+, w) Yy, wels

is strictly monotone, bounded, hemicontinuous and coercive, variational
equation

wel; /ﬁz(w,y] = E([z— -.1']+,y)+(f2(f].y)2 Yy els

admits unique solution [7]. Denoted by Tu[!',z} this solution, we note that
0‘1] There exists a positive dependent by & constant, de), such that
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ﬂru(l",z') —Ts{f" 5

|2 < ds) [|z'-z"i + ||f2 ()= fa( r"]]I;fz' ]

foreach ', 1" € [0,'."] and z",z"e L (ﬂ]

Indeed, owing the upper limitation
([7esle]" [ 2] glr.2) =)<
() s e v e

we oblain;
ay (v (11,2) ~ (1", 2") 2 (1, 2~ (17,27) <
<l AN -l )] =2 o
H{ /()= Rl)wy(r2) -ve(".2),
as well as
et 2) -z (e 2") —I 2'=2"| +|eg (11,2) ~ o (1, 2")|} |z'=2"|dx +
a-5), lrl.,(s et

s—I]z’—z"Fa’x-i-—*Htﬂl:r' Ts,("" "}" +——Ilz z"|2d.r1
£ £ 2

1 o1
4‘”2_6“f2(-"')—f2{1")“i£ 'PE”IC[I"Z!)_Tﬂ(rr’z“)uz Vo> 0.

=

2

Let {z} be a base of 1] such that, denote by V), the space spanncd by

{z], } yr e I]1. Let us moreover denote by P, the projector onto 17, i
K, we set

t
viel0,7] yy,(0)= lP"tp(z}errqt({)) :
0
therelore
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(13) W, (0) = y(0) =y ,(T)
(14) Wiy =\ in Cn([[}.?‘].f!ml(ﬂl)],
(15) 1;:’1"—)14:* in LZ(O,T;V]).

Now we’ll prove that the sysiem

N n

(16) 4?;‘(3;'-3})8;'“] =—?i“l(f’z:‘-zj]3{(f]+

i ; i
“E,-g,-(!)z,rﬁ;{.']—tg[r,E,-g,-({)zi +l|!|"|:f}}J v 2 |+
| 1

+<g|{r).zj)l+(gzlir).zj]2 ac.on |0,7] Vjiefl..n},

verilies the following statement:
(12) The system (16) admils one and only onc solution

(g] Toe ,gn} ec? [Ill,?’}, R"| such that

wm(():l = wln(]":l i

n
where wy,,(1) = Zig(1)z; Vi e[0,7], andit results
1

(17) vy, (0)] <8 (5= const. >0 indop. of ¢, ).

We’ll limit oursclves o establish the existence of ( £ ....,g”) because its

uniqueness is readly verilics.
n

Lel g =Z.f E;z; €l],, be given; the property cc.l) and the hypotheses
1 v

made on data imply that the (16) has one and only one solution [ Blswees g”)
e ¢ ([U,T},H") so that
g;(0)=§ Vie Wlcorsiths
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N

Sctting for any 1e€[0,7]w,, = Zig;(t)z; and wo, (1) =
1

e (f_\|:m(£)+'.1'|"(!]] , it follows:

Wiy “—CUI'I([(1'.3"]-1’1}'r wy,,(0) =y and in virtue by ‘11} Wa,, e ([U:T]-Vz),
¢ 1 o
(13?((ﬂl,,{!‘}.y)l+a|(f,mbr{£}_y)+c1-2|:w2.1[1),zj-t--;([mm(:}+-.|.'m{.!]—w2”{.'}] ,y—z]=
=(fil0.y), +{(L0).y), ac. on]0,7( and ¥(y.z) €1y, xV5.
Observing that in virtue by 14] it results

vie0r] o) twl)-vs €h, 2SO0 on

we insert y=wy,(£)+y, (1) =y, and z=w,, (1) in (18) and obtain

Ewm(!} 1, (1) - \4;2”? +‘|'.1'2"(!]”;JS

d 2
( Eg_) ?l?l-’m{f) +'l|l]”{j‘) ) | | o (;I [
i

552[”“"“)"? "f}‘f:(f}‘lfl +‘|f2(f)“i.z' +1] ae. on ]0,7]

(¢; =const. > 0 indep. of &, i, ugy)

From (19) along with (13) we arrive lo

2 2 .
(20) ec'T]wI"(T}+qu‘l < |ug + 1|q‘1 +e3 (¢, =const. > 0 indep. of

€, 1, Uy).

Let M, (— !i’l,f.’) be closed ball of L2 (Q]) of center —y, and radius 1 =
3

=
E.’CI

and, for any g €, l'l[(— wl,r;}, let w,, be the solution of (16)
-1
M, such that wy, (0) = 1. Then

Frug €y, ﬁ"l(- ¥ -?.') = Win (1)
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is, by virtuc of (20=, an operator into 1, r‘iﬁ[—tp],n) and morcover, how it
is casily seen, not expencive i.c.

|Fieg = Fip, <[ —iig|, Vg, iig €, NM(=y1.77)
Conscquently [5] there cxists at least uy € Vp, ﬂﬁ(—q:,,n] that is fixed
for I"- hence the statcment az) holds.
Obviously for wy,, (1) = ra(t,-.trm(l}ﬂpl”(r)) vie[0,7] wehave

[2 1) 'lt"'!”{:ﬂ) = “'2”(?':'
also in view of 13] . (13).

The rclation (18) together with (13), (14), (17) produces the upper
limilations:

(22) |i"""‘ICH([U-TI-LE(“J) ~y

(c = const. > 0 indep. ol &, n)
@3) ol 2(ors) S

Using (18) with y= w;,,(!‘] -I-\u;,,{f) and z = wé,,(-') , and taking into

account :;) , (13), (21), we get

H']H("}'HI’IJJ("}

1
?dr +??]”11']“{U)|E = Iai(t.wv],,[r).11'1”[1]} dr +
0

a (.f. wi,, 1), l,rfi"(!)) di + {qr.']'"(f), Wi (1) + I}»"]'n(u'))l dt +

S —
o —_—

T 7
+J (f](r),u';”{.')+'.;1f|”|:1’]> dt -a-J (fz(.').u-;_,,{t))z dt
0 0
and from here

94



Num, 11 - 1996 Ratio Mathemalica A, Gallo, A.M. Piccirillo

24) HW;” "1.2(0 T-Lz{ﬂl]) < ¢ (c=consl. >0 indep. of g, n)

because of 12) 13) (14), (15), (21), (22), (23).
From the upper limitations (23), (24) we deduce that there exists Uy,
€ I.Z(U,?';V;), wilh tr;r_ [ Lz({],?'; !.2(Q|)), and O e LE(U.T; 1;2(5'.1}) such
that, 1o within a subsequence, as 1 — +co
> weakly in £2(0,7;17),

Wiy

(25) w;" —¥ 1.';9 weakly in i ((],7'; I (QI]L
[“’ln"“l'lu - Wy, P weakly in Lzll}, T; LZ(Q}).

Of course (10), (12), held. Starting from (18) and based on (25) we
derive

as well as

T
lim -S,-J‘ W|"(f)+‘lf|u{f:'—'-"2;;(13]."= [1|'|_.,(£)—H|J]”(I)—1|-'2"(!)]-[uln(!)-I-q{!)—-uzc(ﬂ])du‘*‘-_1

!

=

T T
(,f'](:) uw(f)) dt+J (le:!},u:,_a(i‘])z dt —j nl(!,ulg(f},ﬂlg(r]] dt +
0 0

Vi
az[nzg(r} u;_ﬂ(f)) dt — 1 J (U(f),u]c(!}—uk[f)) dt =
0

‘—-,‘-13‘—3“‘!: '-_:'-1

(Iqﬂ(f] "Is:(")) df =0

0
the latter estimation implies that [7]
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+
0=u, +-.|J—n'2[..]
taking into account the fact that the operator from Lz({), T; Lz{ﬂ)) into its
dual space:

7
(Cﬂu,v>= fJ) (rr"'(.f)J-..{.f]) dt Y(u,v) e [I,E(U,T; Lz{ﬁ:l)]z
0

is pseudo-monotone. And so equality (9) holds. The relation (11) is directly
deduced from 1{2,;(1‘} =Ts[f,u|u{r)+tp{r]) Yt e[0,7] .
By virtue of theorem 2 we can prove quickly

THEOREM 3. I the hypothescs if}—r‘4) hold, the problem (P) admils

one (and only onc) solution ("I ,uz) and it results u) Hl(ﬂ. 13 2 (Ql)) g

PROOF. Let ["'Iz:-"zr,) be the solution of the problem (9), (10). Holding
(12), there exisl uje iz U,T,‘If}], with u; € f,zll}, T Lz(ﬂl)] and

w,(0) = u,(T). and a positive numerical infinitesimal sequence { ,,} such
that

Hﬁ;n —> Uy “'e:]kl}' in ."42[[], T,'Vf),

g, —> U weakly in L?'([].T; L?'(Q]}) .

Let (vl*vz) an clement of K be given, by virtue of (9), (10), (12)

T T
LJ [,.,, (0 +l) -z (1)] {:;—ELJ- ulr ()-+40) =135, ()] 1, () (0) i+
i:ﬂ

0 0

7
-ILJ [[ g, (1) +ydr) - Ty (I]thpll:r:l +ydt) - -.:2(1)]”*; +

By
{
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T
_CLJ’ {["]% () +ydt) - g, (!)]+ V() uvl(!]]c.’! <c
0

(¢ = const. indep. of )

oY

T T
[H]s (1).v(2) r.’.r+J. r:.-]a (r) ll(I)jrf!+J. (uzsn(.r},v;_(f}]dfa
0 0

2

—‘MM

T T
J (J}(r} v!(.f)ﬁu;h +J L (1), "'ls )c.'f+
0 0

.’
-
—i:[ a, ("2&” (), e (r}]dr
0

then of course we have
:T
0

T T
J (u;(r},vl(r)) a’;+I (r uy (1), »[r))dm
0

2
[n](x‘}+1p{;‘] —uz(t]] dt=0,

(rrz(z‘),vz[!)jd[ >

n:t—.,'-i

z

n—-MM

T
IJ’ f; (0, vy (¢)- ::;( }}[Cﬂ
0

+ nl[l NORT f) et + nz{r nz{r)

.::L_._)-q

0

and then (”1 =”2] is the solution of the problem (P).
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3. Let us complele the study of problem (F) by analysing a particular case.
Let: Q,=0Q, =0 bea C"! open, bounded, connected sct of R™;

V= IQ), V=10 ;
n

vie[o1upzeip@  (4()yz), =X, J (LX), 2,

Y
Q
b

Vie[0,7]Vyze ') (/lz[f)y,z)z = Eff aﬁ(!,x]yszxjdx+J blt,x)yz dx
1

Q Q

where

Lk — Ob —
ay =ajy € C]([[l,'f‘]x Q), be C[}([{l,?'l x 0, A & CD([U.T] xQ),

:r;-j[u.x} = ﬂ,;,—(?‘. x), b{{].x] =b(T,:r) VxeQ,

Ezg,-a,j(!,:r]?u,lj 2colh? V(t.x) €[0,7]xQ and V?u=(l1 H.]‘_H) e R"
(¢y = const. > 0),
b(t,x)=by W(t,x)e[0,7]xQ (b, = const. >0);

fie 2(0:20), f e 2or:2@)nir (o.1:(11'@) ). £0=r
y=0

In such a sitvation the problem (P), by virtue of theorem 1, admiis only
one solution (”I ,u?_) salisfying

THEOREM 4. Under the above stated hypotheses, we have:

(26) u € Lz(ll,i"; H.[I,I:Q)[']Hz(ﬁ)) :

@7) uy Lz(ﬂ, T;HE,C(Q]} :

Proaf. We now prove relation (26). First of all, for every £ > 0 there

exists one and only one uy_e I [U, T; H;IJ(Q}] such that

98



Num. 11 - 1996 Ratio Mathemalica A. Gallo, A.M. Piccirillo

u Y= (1)
(28) Ayt)u {I)_(Jrz(f)+b(r]"2(f})+_!.5.£{_.l—= :

£
in the sense of D'(€)) a.e.on 0,77 .

Assumpions made for Q, .-:Jy.,.b and Jf, assurc [7], |9] that u). belongs
e (U,T;HZ{QJ) and
29) Hum{r)H”z( = < | Ay (D (1) 2o 2o o7

(c=const, >0 indep. of & )

Let us verify that
(30) (”Is'"zj e K

We have at once

(31) [!qﬂ(!}—uz{:‘)T eHy(Q) ae on ]0,7]

Indeed, for cach z e H]{ﬂ} denoled by v,z the trace of zon 802 | it
results

“l'n["ls.[‘] —1;2(.‘}]+ = maxivululﬁ(f)—uz(r)] ,0} =max{—'y0u2(f],0} =0
since
u () <uy(r) on Q= yguyle)20.

From (28), (31) we obtain

o
1

n . J‘ uﬂ-[!.x] a!fh;(-") a[ﬁlﬂ(f)*nz{t)] .

a.‘.‘l- Eirj
Q

"J (fz(f] +~'5(i')h‘2(f}} ["is("} —uz(r)] " et

Q
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+}J (216 (6) =1 (2)) [H]g{f:l—:fz[ﬂ]+ dr=0

@]
ac on J0,7]
or

o
Eg-Jﬂg—(-',X}e[ma{ﬂ_w'“}] 5‘["13(”—32(1)] ira

ox; a.rj
Q
Eluz(r) g (1) -2y I;']
a(1.%)
X ﬁxj-
Q

HJ (_fz(.'] +b(f}u2{i’)) [:rlc(r} - rr;_(!)]+ dx+

Q

+§J (:.-15(:)—:;1(11) [lr]a(!)—llz(f}]+ dr=0

Q
ac.on 0,7]

Trom which we deduce

(32) J. [n,c(r]—xq[ll] [uh:(r}—uz(r}rdxsu

Q
ac.on 0,7]

because

X; dx;

> .[a (1, }a[”la{f} uy (O] uye ")““2(”]
1"’ 4

Q
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(1) ‘”:z(f)r s - “2(:]]4. dx =
ax;

=0
X -?.5'.\'j

n
=] ';Z.UJ’ GU'[I'.X}
Q
a.c.on [0,7]

: +
and, sincc ["l Wi +[rr|t —uz] ) e K, morcover we gel

+
?'Ujﬂy-(!_.r)bnzm E[::lg{r)ruz{:]] dx 4

P
| E}xj

3] .T"

Q

_J (fz(.').i—b(r)rrz(r)) [:f|c(r]_u2(1}]+ )

Q
ac.on 0,77 .

Let be .Q:" = {x e/ y]u{r,x) > 1) (r,x}} , holding (32), we have

J’ [u]c(i‘] - ul(:}] [H]E{f:] - uzl:r:l]+ dx=0

o

a.c.on ]0,7]
[rom which
u (1) < uy(r) onﬂj_ ac.on J0,7]

and consequently (30) is true,

The relations (28), (30) bring us to the upper limitation

7 T
J ‘lxll(r]um(!)”izm}dxgj (zil(r)ulﬁ(f),fz(r)+b{r)u2(£))dx+
0 0
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T
+J (fl'ft)—:r;{.'],AI(r)uh:(.']—fz(r]—b[f]:fz{!] dt
0

thereflore

7
(33) J
0

and then, taking into account (29):

2
I"l':’}“h:(")"fm} di<c (c = const. > 0 indep. of & )

T

2 g
J “rrm(.']””g(m di<c (c = const, > 0 indep. of € )
0

From herc we obtain that (26) holds taking into account that
; 2 .
My, => 1y in L (0,?; L (Q)) ase—0

guaraniced by (28), (33).

Finally, starting from (26) and using the equatlion

a(tay (0).0) = (A0 + 13 (0) = () = 1y (D) (1), a.c.on ]0,7]
Ve Gy Q)

and a well-known theorem of “inner” regularity for elliptic equations we
come lo (27).

REMARK. Oiher examples, where there is a greater regularity “respect
to x” for the solution of problem (P), are suggested by the clliptic variational
inequalities, which have been examined in [1], [2], [6]. [11]. In facl the
methods followed there can be used, duly changed, in the evolutive case we
have considered in this work.
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FUNZIONI IPERBOLICHE E CIRCOLARI:
UN CONFRONTO

Vincenzo Di Marcello’, Franco Eugeni’’, Giovanni Mataloni™™

SUNTO - Nella presente nota si introduce la nozione di arco associato ad un
settore iperbolico ¢ si studiano le relazioni tra funzioni circolari ed
iperboliche di argomenti associati.

1. INTRODUZIONE.

E’ ben nolo che I’analogia tra circolare e iperbolico nasce con il considerare
un punto variabile sulla circonferenza standard ad un punto variabile
nell’iperbole equilatera standard.

e

o,

Y
//. 8

” i
&
|l Vo

i

Fig. 1
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essendo & e / legate alle arce tratieggiate dei seltori circolari ed iperbolici

indicati in figura.
Le funzioni iperboliche e le loro derivate si riassumono nella tabella

segucnlc:

y=coshx y' =senhx

y = senhx y' =coshx

y = Ighx y'= % =1- rghzx
cosh™x

e i grafici delle suddelte si presentano con il scguente andamento:

PR o
B

Fig. 2

y=coshx y = senhx y=Ighx
(catenaria)
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Le funzioni inverse sono chiaramenic

y = self coshx y = sell senh x y = sell ighx
3>0)
I A, V @
| 7 y
Fig. 3

Le relative derivate non sono difTicili da esprimere, tali essendo

1 1 1

r

y'= y'= Y=
V14 x? x? -1 I x*

[
N\

Fig. 4

Sia dato un settore iperbolico setth(HAP), esia @ I'angolo HAP ¢
A(APP') rarea del triangolo APP’
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'

0] i arl

Fig 5
L’arca della figura setth(HAP) ¢ data da:

area setth (HAP)= A(APP’)- J. senht d(cosht)

= -lsenh.f cosht — l.wnh! coshi —-f- =
2 2 2

= l senhcosh t — l.swrh fcosh I + r=1
2 2] 72

Ne nasce una semplice inlerprelazione geometrica. L’argomenio delle
funzioni coshi, semh t che descrivono il punto P individuato dalla retta
inclinata di & & il doppio dell’area del seith (HAP).

Chiameremo 'arco & (compreso tra 0 ¢ I1/2) HAP arco associato al

settore 7/2.
11 paragrafo successivo € dedicato a trovare delle relazioni tra @ ¢ £ .

2. RELAZIONI TRA ARCO E SETTORE ASSOCIATIL.

Un primo legame tra @ ¢ .f,:{ 2 ¢ quello che si desume dal seguente
ragionamento.
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T

h

25
o p=————

Fig. 6

Avendosi

0 = (cosq, sen ) P = (cosh t, senht)

scaturisce una proporzionc data dalla similitudine dei triangoli OQ'Q e

(R

seh t 3 cosh

senp  cos@

OVVero:

1gp=1Ight

Una scconda relazione si olliene introducendo un arco & che prende il
nome di amplitudine iperbolica di f .
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Fig. 7

Fissato un arco & tra Oc IT/2 si conduca la retta per O inclinata di &
fino al punto P (cos3,sen ). Siproseguala OF fino ad incontrare la
retta tangente in 77(1,0) nel punto 7(1, 1g8). Da 1" si conduca la
parallela all’asse delle x fino ad incontrare I’iperbole nel punto(J. Tale
punto si determina dal sistema

y=1g8d
xt -yt =1
da cui
r:Jlerz :\/1+Ig19 il
cos g
e quindi:
1 sen&
cos 3 cos
La proiezione (" sull’asse delle x ha coordinate Q' ( 5 ,0). Larelia
cos

tangente in P ha equazione:
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xcos 3+ ysen § =1

che come si verifica facilmente contiecne ('. In termini grafici quanto
provato si riassume nella seguente figura 8:

—————————
.,

b

=

14
14
S

]
i
7
7
]
M
I, V. 1

A

o
ﬁ
= |

Fig. 8

La tangente all’iperbole in O(cosh {,senl 1) ha equazione:

xcoshit—ysenht=1

ed incontra I'assc X nel punto M( ,0) e l'asse y nel punto

cosht
1
senht’

M'(-

0).

Ma poiché avevamo provato che le coordinate di () somo anche

1

)= (—-I-g-,l‘gQ) svolgeremo ora una ulteriore seric di considerazioni
cos

basate sulle scguenti figure
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Fig. 9

La tangenic al circolo in / passa per S, picde della perpendicolare
condotta da @ ad X, c la tangente all’iperbole in O passa per M, piede
della perpendicolarc condotta da P ad x .

Il parametro ¢ indica P'angolo AOP o P'arca del scttore circolare
POP’; il parametro x I’arca del scttore iperbolico QOQ". Si ha
immedialamente:

chit=secd =08
SO=sht=1g9=AT

AK =tht =sen3 = MP

OM' = cosech ( =cot 3 = BT"
sech t = cos § = OM
BK'=coth t =cosecd = 0§’

Fra I’argomento ¢ "amplitudine csistc la relazione

ol

alla quale si puo dare la forma semplicissima

n'rr—.f &
7~ 873
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segue allora che

scgue

In particolare si ha:

Ratio Mathematica
Igp = ight
9
1g—=ight
5 2
B
$ 2
//
o ’/‘,d
o
K e
/f"
”4
/
LF 5
] A z
9 cosh t
cos9 = -
(1:30.5'.332 { + senh® t)/'“/'
senh t
send =

(cosh? £ + senh? t)}i

V. Di Marcello et alii

Fig. 11

che sono le formule esprimenti il legame tra seno ¢ coseno di un arco ¢ del
mezzo seltore iperbolico associato.

coshit =

cosy

(r:.':.r.s;2 9 — sen’ .S')y1
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send

(COSZS - senz.?)’yz

senfr i =
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SUL CONCETTO DI LATERALIZZAZIONE
NELLE IPERSTRUTTURE

Fabio Mercanti , Luigi Cerritelli

SUNTO - Dalo un ipergruppo (G,rp) si introduce il concetto di

iperlaterale di A (soltoinsieme non vuolo di G), avenle geG come
rappresentanfe. Si introduce anche la nozione di y-ipergruppo, mediante la
quale & possibile carallerizzare cerli iperlaterali come soslegni di
soltoipergruppi del y-ipergruppo stesso.

ABSTRACT -Given an hypergroup (G,QJ) , we introduce the concept of

hyperlateral of A (non emply subset of G), having geG as represeniative.
We introduce also the notion of yhypergroup which characlerize some
hyperlaterals as supports of sublypergroups of the y-hypergroup itscll.

1. Dalto un ipergruppo (G,g‘a) _sia A un sottoinsieme non vuoto di G. Si
ricorda rapidamente (CORSINI [4],7) che

1.1. 11 sottoinsicme A si dice moliiplicativamente chiuso rispetto alla
iperoperazione ¢ s¢

Lavoro svolto nell’ambito del gruppo di ricerca MPI 60% del Politecnico
di Milano
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Ya,beA=>apbc A ; (1)
in tal césso(A h QJ) prende il nome di sottoipergruppoide di (G,gﬂ) :
1.2. 1l solloipergruppoide (A, ga) ¢, in parlicolare, un solfeipergruppo
di (G,qa) se
VaeAzUa@r:ch;aa:A. (V)

xed xeA

2. Se si considerano ora un ipergruppo (G,qﬂ) , un suo solloipergruppo
{A,qﬂ] e un elemento geG, ¢ possibile dare la seguente

DEFINIZIONE 1. Gli insiemi De S seguenti,

D=Agpg= Ux;ag, 3)
xcd

§=gpd =ger, 0
xed

vengona chiamali, rispeilivamente, iperlaterale destro e iperlaterale
sinistro di A, aventi g come rappresentante.

2.1. Se I'ipergruppo (G,qo)é commutativo, allora gli insiemi D ¢S dati,

rispetlivamente, dalla (3) e dalla (4) coincidono. In tal caso un iperlaterale
destro o sinistro di A viene, semplicemenlte, dello iperlaterale di A e
indicato indilTerentemente con L, valendo I’ovvia uguaglianza

IBl= =10, (5)

2.2.5i introduceno ora i concelli di iperlaterali interno ed esterno di A.

DEFINIZIONE 2. Se geA, liperlaterale L di A ( cfr.(5)) viene delfo
iperlaterale interno di A ed indicato con I .

DEFINIZIONE 3. Se geA, l'iperlaterale L di A ( clr.(5)) viene deiio
iperlaterale esterno di A ed indicato con I¥ .
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23 Dalla definizione 2 e dalla (2) segue immediatamentc che A
e ] coincidono. Dunque (7 , ¢) & banalmente sottoipergruppo di (G,qo) 4
3, Nulla si pud, in generale, affermare sul fatto che (/£,¢) sia o non sia

soltoipergruppo di (G,-;p), essendo E Piperlaterale esterno dalo dalla

definizione 3. Si formuli allora la seguente

DEFINIZIONE 4. Un ipergruppo (F,qﬂ) per il quale iperoperazione ¢

soddisfi la condizione

Ya,bel',acaphnbeapb, (6)
viene chiamato yp-ipergrippo.
In virti della (5) nel seguilo si considerano solamente y-ipergruppi
commutativi (cfr.2.1.), cssendo ora A sotloinsieme non vuoto di I'.
3.1. Per i y-ipergruppi vale il segucnte

TEOREMA [. In un yipergruppo ogni solloipergruppoide ¢
sotfoipergruppo.

DIMOSTRAZIONE. Sia (A,Q?) un sottoipergruppoide di (F,qa) . Dalla (1)
e dalla (6) scgue immediatamente che

Ya,b € A,aph c A,a capb,b caph =
= U xgy=U4gy=Uxpa= 4. Q)
x.ved yed xed
Dalla (7) si deduce che per (A,@) vale la (2) e che, pertanto, (A,gv) & un
soltoipergruppo di (F ,(ﬁ) A

3.2.Per gli iperlaterali esterni di A valgono i seguenti

TEOREMA 2. Ogni iperlaterale esterno I di A contiene propriamente A.
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DIMOSTRAZIONE. Poiché I'operazione ¢ gode, per ipotesi (clr.
definizione 4 ), della proprietd (6), tenendo conlo delle (3) e (5) si conclude
che ogni clemento di A ¢ anche elemento di F .

TEOREMA 3. Ogni iperlaterale Edi Aé sostegno di  un

soltoipergruppoide (E, Q?) di (I”,g‘?).

DIMOSTRAZIONE.  Presi GI,EZEE e c€l’'( ma non ad A (cfr.

definizione 3)) si olliene, successivamente, tenendo conto della (3) ¢ della
associativitd di ¢,

e,p e, =(a;pc)p(a,pc) =[(a,pa, )pclpe = (a,pc)pc  (8)

essendo ;50 ,d, clementi di A, Valendo per ipotesi la (6), I'ultimo

membro della (8) diventa
(a,pc)pe=epecC I, )

essendo €, elemento difs. Dalla (9) segue, immediatamente, che per

iperlaterale < vale la (1). Pertanto (E,-,'p)é un sotloipergruppoide di
(F,q:).

COROLLARIO. Ogni iperlaterale esternolidi A é sostegno di un
sofroipergmppn(ff, (p) di (r,g‘}).

DIMOSTRAZIONE. L’asserlo seguc immediatamente dai tcoremi 3 ¢ 1
precedenti.

4. Si osserva infine quanto segue. Si indichi con L, la generica coppia
(Ej : (0) , avenle gz A come rappresentante (cfr. definizione 3), e con L* la

classe di tali coppic. Poiché ogni iperlaterale £, & caraticrizzato dal suo

rappresentante g;, la classe L* potrd essere strullurata con opportune
iperoperazioni che agiscano direttamente sui rappresentanti. In tal senso &
attualmente allo studio una teoria degli iperlaterali negli ipergruppi.
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5. 11 concetto di iperlaterale in un ipergruppo ¢ banalmente applicabile alle
iperstrutture pitt deboli. In generale , in altre iperstrutiture (cfr. ad esempio
BERARDI-EUGENI-INNAMORATI [1], CORSINI{3], TALLINI[5]). sara
possibile introdurre definizioni di iperlaterali e teorcmi sui medesimi in
maniera del tutto simile a quella usata, nei paragrafi precedenti, per gli

ipergruppi.
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SULLE CURVE CHE CONTENGONO
TUTTI | PUNTI DI UN PIANO DI FANO

Osvaldo Ferri , Raffaella Iafisco”

SUNTO - Si dimostra che esiste una sola curva irriducibile di ordine minimo
che contiene tuiti i punti del piano di Fano, ¢ sc nc delermina l'equazione.

ABSTRACT - The cxistence of only one irreduciblc curve, of minimum
order, containing cach point of Fano's plane, is proved and its cquation is
determined.

INTRODUZIONE

0. Ricordiamo (cfr.2) che il piano di Fano S;; € un piano proiettivo [inito
costruito su 7, (campo dei resti modulo 2).Tale piano & quindi coslituito da
selte punti ¢ da sette rette che, in un riferimento proiettivo O(X,, X, X; ).
(ove x,=0 ¢& lequazione della retta impropria), sono rispettivamente
0(0,0,1), 1(1,0,0), J(0,1,0), A(0,1,1), B(1,0,1), C(1,1,0), UL e x,=0,
X, =0, X, =0, Xp+x, =0, X +X; =0, X, +X,=0,X,+X, +X,=0 ¢
ognuna di tali rette contiene esattamente tre punti di 8,,.

Precisamente la prima rctta, x, =0, contiene i punti O, J, A, la scconda
x, =0,ipunti 0,1, B, laterzal, J, C, la quarta i punti O, C, U, la quinta I, B,
U, la sesta I, A, U ed infine I'ultima contiene i punti A, B, C.

: Universita degli studi de L’ Aquila, Dipartimento di Matematica
Universita degli studi de L’ Aquila, Dipartimento di Maltematica



Q. Ferri, R. Ialisco Ratio Mathematica Num.11 - 1996

In questo lavoro si vogliono determinare le cquazioni delle C" curve
algebriche di ordine n, invadenti S;3, cioé¢ conlenenti tutti i punti di S,,,
irriducibili in I; (chiusura algebrica di v,), e di ordine minimo.

Si prova che deve risultare n = 4 ¢ che esiste una sola C* di cui si determina
’equazione.

PROPRIETA' DELLE C" INVADENTI S;..

1. Iniziamo a dimostrare la segucnte:

PROPOSIZIONE 1 - L'ordine di una C" di Sa2, contenente tutti i punti di
Saa e irviducibile in I én >4.

DIMOSTRAZIONE. Sia r una generica relta di 512 essa ha tre punti in y,
i quali, essendo per ipotesi C" invadente S22, giacciono su C". Ne segue
che:

n=|C"~r|23.
Una C? invadente Sz, ¢ perd riducibile, essa si spezza nelle tre rette di un
fascio (in y;). Infatti I'equazione di una C* di S,, & datada .
a Xy +bX] +oxpx, +dxx? +exix, +F xIx, + (1.1)
+8 XX X, +hxox) +ix,x2+1x3 =0
dovea, b,c,de g hilery.
Dovendo contenere tuti i punti di S, ,, deve aversi (sostituendo nella (1.1) le
coordinate di tali punti):
1=0, a=0, b=0, b+[+i+1=0, a+e+h+1=0, at+b+c+d=0,
atb+tctdte+f+g+h+i+i=0

da cui segue

a=b=g=1=0, =i, e=h, c=d=1 (1.2)
Sostituendo le (1.2) nella (1.1) si ha ;
{:-:ﬁ.\:, + xoxf)+l+(x§xz -+-xox§)-h+(xfxz + x,xi)-i =0 (1.3)

¢ questa ¢ proprio l'equazione complessiva delle tre rette di Sz di centro:
C(h, i, 1). Ne scgue che deve essere n = 4.

Consideriamo allora quelle di ordine minimo n = 4, cio¢ Ie C* di S22
proviamo preliminarmente le seguenti :

PROPOSIZIONE 2 - Una C* invadente I' Sy, se ¢ irriducibile in I,
non puo avere punti multipli in y,.

DIMOSTRAZIONE. Una tale C* pud avere al piti un punto doppio in 7.
Sc avesse infatti un punto triplo (in v,), ogni retta di S,, per esso, dovendo
conlenere tre punti, avrebbe cinque intersezioni (in v,) con la  C* che
risultercbbe cosi riducibile in v,.
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Supponiamo allora che abbia un punto doppio D in y,. La tangente ad essa

in un punto P diverso da D sarcbbe una retta di S;; che non pud passare per
D, altrimenti tale relta avrebbe con la C* almeno cinque intersczioni ( due in
D, due in P ¢ almeno una nell'aliro punto che la retta ha in v3).
Ripetendo il ragionamento per tulti i punti della C* i y,, distinti da D, si ha
che devono esistere tante rette distinte di S;, non passanti per D quanti sonoi
punti di S,, distinti da D, cio¢ sei, ma cio non pud verificarsi in quanto le
relle di Sy non passanti per D sono quattro.

PROPOSIZIONE 3 - Una C' invadente S, se é riducibile in I, allora
deve avere cone componente una refta di y;.

DIMOSTRAZIONE. Infatti se una tale C* non conticne retie in v, deve
necessariamente spezzarsi in duc coniche irriducibili, ognuna delle quali,
come & nolo (cfr. 3), conlicne tre punti di 5;, e quindi la C* non invadercbbe
S:a.

DETERMINAZIONE DELLE C' INVADENTI S;.
E IRRIDUCIBILI IN I',.

2. L'equazione di una C' di S;, passante per i punti O (0,0,1), I (1,0,0) e
J(0,1,0) ¢ data da :
a x)x, +b xox;] +cxix} +d xpx, +C X)X, I X{X,X, + (2.1)
+ 8 XoXix, + hx2x] +ix]x5 +1x,% X5 + MXX; +nx,X; =0
cona, b,c,d e g hil mnery,.
Affinché la C* contenga anche i punti A, B, C, U di S,; devono essere
soddisfaltc le seguenti condizioni;
f+g+1=0
a+b+c=0
(2.2)
d+h+m=0
c+i+n=0

Essendo i coefficienti della (2.1) omogenei non é restritlivo supporre a=1.
Dalla seconda equazione del sistema (2.2) scguc che :

b=0 c=1 2.3)
oppure

b=1 c¢c=0 (2.4)

Esaminiamo dapprima il caso (2.3).
Dalla (2.1) si ha, in tal caso, che non pud essere ¢ = 0 altrimenti J (0,1,0)
risultercbbe doppio, contro la proposizione 2; ne segue che
e=1 (2.3),
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Inoltre dalla quarta equazione della (2.2) risulta :

(2.3)4

i=0 n=1 (2.3)

i=1 n=0 (2.3)
Dalla terza ¢ dalla prima equazione di (2.2) risulta che :

d=h=m=0

d=0 h=m=1

m=0 d=h=1

h=0 d=m=1

[=g=1=0

f= g=1=

1

f:
Tenendo conto delle (2.3), (2.3) , (2.3); . (2.3)s , (2.3)s si ha che le

equazioni delle rispettive C* in S,, sono le seguenti

X3X, +X0x] + XX, +X,X; =0

[b=i=d=h=m=f=g=1=0;, a=c=c=n=1]

X2x, +XIXZ 4 XIN, X XS+ XoX[X, +XoX X =0
[b=i=d=h=m=/=0; a=c=e=n=g=/=1]

X%, +X2X2 + XX, +X,X3 + XoX; X, +XX[ X, =0
[b=i=d=h=m=/=0; a=c=c=n=/=g=1]

XX, +X2XZ 4+ XIX, +X, X} + X5X; X, + XX, Xy =0
[b=i=d=h=m=g=0; a=c=c=n=/=/=]]

x2x, +X2x2 4 XIX, +XEX] FX,X) +XpX; =0
[b=i=d=f=g=I/=0; a=c=c=n=h=m=1]

X2x, +X2x2 +x0x, +XIXE 4 X, X3 +XoX] XXX, + XX X] =0
[b=i=d=f=0; a=c=e=n=h=m=g=/=1]

x2x, +X2x2 4+ X3X, +XOXE +X,X) +XoX; FXgX, X, + XoX[ X, =0
[b=i=d=/=0; a=c=e=n=h=m=f=g=1]

x3x, +X2x2 XX, +X2XD 4 X X] F XX FXGX, X, +XpX, X5 =0
[b=i=d=g=0;, a=c=e=n=h=m=/=/=1]

x3x, + X224 x0X, +X,X) X)X, +X5X; =0
[b=i=m=f=g=7/=0, a=c=c=n=d=h =1]

2%, +X2x2 HXIX, X, X] +X3X, FXGX] FXoX| X, + XX, X3 =0
[b=i=m=/=0; a=c=e=n=d=h =g=I/=1]

2%, +X2x2 4 XIX, X, XD FXOX, FXOX] FXGX X, +XpX[ X, =0
[b=i=m=/=0, a=sc=e=n=d=h=/=g=1]
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12 x3x, X3 XIX, X XD XX, FXOX] HXGX X, XX, X; =0
[b=i=m =g =0; a=c=ec=n=d=h =f=1=1]
3 2.1 3 oy | 3 L
13- x2x, +XIXT HX]X, +X,X; + XX, +XpX; =0

[b:i:h=f=g=ll:[]; a=c=c=n=d=m=ll
14-  x2x, +X2x2 +X0X, 4 X, X) XX, +XoX] FXoX] X, +XoX,X; =0
lb=i=h=f=0; a=c=e=n=d=m=g=/=1]

15-  x2x, +x2x% +XIX, +X,X] +XgX, +XoX3 +X(X; X, + Xp XXy =0
[b=i=h=/=0; a=c=e=n=d=m=f=g=l]
3 1,2 3 g R P 20
16-  XpX, +XpX; + XXy X X5 F XXy +XpXp PN X Xy F XX X3 = 0

[b=i=h=g =0; a=c=e=n=d=m=/=/=1]
Si esamini ora il caso (2.3), (2.3)y, (2.3)a.
Dalla (2.1), per la (2.3); si ha che non puo essere m = 0, altrimenti il punto
O(0,0,1) risulterebbe doppio (contro la proposizione 2).

Ne sepue:
m=1 (2.3)
Dalla terza equazione della (2.2) si ha che
d=1 h=0 (2.3);
d=0 h=1 (2.3

Tenendo conto delle (2.3), (2.3)1, (2.3)s, (2.3)s, (2.3)s, (2.3); si ha che le
cquazioni delle rispettive C' sono le seguenti :

17 x3x, +x2x% 4+ X0X, + X[ X] +X0X3 +XpX, =0
lb=h=n=f=g=1=0; a=c=d=e¢=i=m=1]

18- x3x, +X2XP - XDX, +XIX] +XoX; +XgX, XX Xy +XoX X3 =0
[b=h=n=/=0; a=c=d=c¢=i=m=g=/=]]

19-  x3x, +X2x2 + XX, +XIXD FXgX] +XpX, HX0X) Xy + XX X, =0
[b=h=n=/=0;, a=c=d=c=i=m=f=g=1]

20-  x3x, +x2x7 4+ X3%, +XIX FXX] + XX, FXpX X, +XgX, X5 =0

Nell'ipotesi (2.3), (2.3);, (2.3);, 2.3)s, (2.3)s (2.3); le cquazioni delle
rispettive C* sono date da :

21-  x3x, +x2x2 +xIX, +XIX] +Xox; +X)X; =0
[b=d=n=f=g=1=0; a=c=c=h=i=m=1]

22-  x3x, +X2x7 Fx0x, +XEXE A XoXD HXGX] HXgXTX, HXoX; X7 =0
[b=d=n=/=0; a=c=e¢=h=i=m=g=/=1]

23-  x3x, +xEx? X)X, +XIXD FXX] FXGXT HXGX X, +XpX[X, =0
[b=d=n={=0; a=c=c=h=i=m=/=g=l]

24 x3x, XD XD, XIXE 4 XgX] FXX] HXGX, X H XX, Xg =0

Ih=d=“=g:{]; ﬂ:cze=h=i=tn=f=f=1]
Consideriamo ora il caso (2.4). Dalla terza equazione di (2.2) si ha:
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d=h=m=0 (2.4),
m=0, d=h=1 (2.4)
h=0,d=m=1 (2.4)3
d=0, h=m=1 (2.4)

Si osservi che dalla (2.1) nel caso (2.4), e (2.4); non pud esserc n = 0,
altrimenti il punto O (0,0,1) risultercbbe doppio, quindi

n=1 (2.4)s
Cid imiplica, dalla quarta equazione di (2.2)
c=0 i=1
2.4
e=1 i=0 Sty

Nel caso (2.3)s , (2.4), (2.4),, (2.4)s, (2.4)s, € nel caso (2.3)s, (2.4), (2.4),,
{2.4)s, (2.4) le equazioni sono :

25-  XoX, +XgX] +X,X; +X/x3=0
[c=d=c¢c=h=m=f=g=/=0; a=b=i=n=1]
26- X0, + XX X, X) + X X3 HX X)X,y + XX, X7 =0

[c=d=c=h=m=/=0;, a=b=i=n=g=/=1]
27 X3x, +XX) +X, X3 +X2X2 +X2X, X, -+ XgXiX, =0
[c=d=e=h=m=/=0; a=b=i=n=f=g=1]

28 x0x, +Xox0 +x,x2 +x2x2 4xix,x, +X,%,%x; =0
[c=d=e=h=m=g=0; a=b=i=n=f=/=1]

29- XX, +XoX) +X,X) +X7X, =0
[c=d=h=m=i=f=g=/=0; a=b=c=n=1]

30- X)X, +XoX] +X,X; +X[X, +XgXIX, + XX X5 =0
[c=d=h=m=i=/=0; a=b=ec=n=g=/=1]

31- XIX, +XoX) + X, X] X)X, HX0X| X, + KoK X, =0
[c=d=h=m=i=/=0; a=b=c=n=f=g=l]

32 x3x, +XpX0 + X, X3 + X3X, +X3X X, + XX, X5 =0
[c=d=h=m=i=g=0; a=b=e¢=n=f=/=1]

33 x2x, + XX +XIX, +XIXE +X,X; + X[ x5 =0
[c=e=m=f=g=[=0; a=b=d=h=i=n=1]

34- x0x, FXgx] XX, FXIXD FX,X] +X]X] FXpX]X, +XoX, X5 =0
[c=e=m=f=0;a=b=d=h=i=n=g=/=1]

35-  XOX, +XgX] +XoX, +X2X2 +X,X] +X]X] +X7X, X, + XoX[ X, =0
[c=e=m=/=0;a=b=d=h=i=n=/=g=1]

36-  X2X, +XoX] +X3X, +X2X5 + X, X3 +X] X3 +XgX, X, +XoX; X =0

[c=e=m=g=0;a=b=d=h=i=n=f=/=1]
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37- XpX, FXgX] FX0X, HXEXE 4 x)%, +x,x3 =0
[c=i=m=f=g=/=0;a=b=d=e¢=h=n=1]

3 3 3 oL 3 3 2 2
3B-  XpX; FXoX| XX, +XgX3 + X)X, + X X3 +XX) X, + XX, X; =0
[c=i=m=/=0;a=b=d=c=h=n=g=[=1]

39. 3% %% Fxdx. +xix? +x3 3 g2 2v =0
XoX) +XoX) +XpX, +XgXp F XX, X X5 HX X Xy + XN X, =
[c=i=m=/=0a=b=d=e=h=n=f=g=1]

40- X% XX 0N, A+ xIx? A+ x%. + 3,2 2 _p

[e=i=m=g=0a=b=d=c¢=h=n=f=/=1]
Dalla quarla equaziene della (2.2) si ha:

c=i=n=0
e=0 i=n=1

2.4
n=0 e=i=1 y

i=0 e=n=]
c allora nei casi (2.3)s5, (2.4), (2.4)s, (2.4); ¢ (2.3)5, (2.4), (2.4),, (2.4),, si
oliengono:

41- XX, +X,X] +XoX, +XgXo =0
[e=e=h=i=n=f=g=l=0a=b=d=m=1]
42-  xix, +xpxd +xix, 4 x%2 +xxix, +x,x,x2 =0

[c=e=h=i=n=f=0a=b=d=m=g=/=1]
43  XoX, + XX +X3X, +XoX3 FXoX, X, + XXi X, =0
[e=e=h=i=n=/=0a=b=d=m=f=g=1]

44- xdx, + x50+ xdx, 4 xxd 4xlix x, +x,%,x2 =0
[c=e=h=i=n=g=0,a=b=d=m=/=/=1]
45- XX, +XoX| +X5X; +XoX) +X]X; +X,X; =0

l[c=e=h=f=g=I=0a=b=d=i=m=n=1]
46-  X0X, + XoX! + XoX, + XoX) + XL Xa + X, XD + XX X, + XX, X2 =0
lc=e=h=/=0a=b=d=i=m=n=g=/=1]

47- xgx, + .\:uxf + xzxz +x|,r-:§ +xfx§ +x,:~:§ +xf,x,x1 +xnxfx2 =0
[c=e=h=/=0a=b=d=i=m=n=f=g=1]
3 S S5 Eha, ) 2 Z
48-  xpX, FXpX] XX, XX FNyX; X Xy XX X, F XX X; =0

lc=c=h=g=ﬂ;&=b=d:i:[n:n:j:f: ]]
49- XX, +XX) FXoX, +XoX) FX0X, +XIx2 =0
[c=h=n=f=g=[/=0,a=b=d=c¢=i=m=1]

50- xgx, +xﬂx,3 +,\:3J~{1 +x{,xg +1\{f’:~:z +xfx§ +.'<[,xi!>-:2 +xnx|x§ =0
[c=h=n=f=0a=b=d=ec=i=m=g=[=]]
51 3o 3, .3 3 3 A e 2

[c=h=n=/=0;a=b=d=e=i=m=f=g=I]
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52-

53-

54-

35-

56-

57-

58-

59-

60-

6l1-

62-

63-

64-

65-

66-

67-

68-

69-

XoX, +XoX] FX5X, +XgX3 + X1 X, HX[X] HXIX, X, XX, X7 =0
[c=h=n=g=0;a=b=d=ec=i=m=j=/=]]

XoX, +XoX] +XoX, +XgX) +X{X, +X,X3 =0
[c=h=i=f=g=!=0,a=b=d=c=m=n=1]

X0X, +XoX] +XoX, FXpX3 X)X, X, X3 XXX, XX, X5 =0
[c=h=i=f=0,a=b=d=c¢=m=n=g=/=]]

XX, 4+ X% +X2x, +X,X3 +X{X, +X,X; +x§xlxz + x,u,x,zx1 ={
[c=h=i=/=0;a=b=d=e=m=n=f=g=l]

XoX, +XoX] +XpX, +XoX] + X)X, +X,X) HXEX, X, XX, X3 =0
Ic=h=i=g=0;a=b=d=e=m=n=f=[=]]

XX, +XpX] +XoX3 +XoX; =0
[c=d=e=i=n=f=g=/=0a=b=h=m=1]

XX, 4 XpX] +XpX] +X0XT AXGXIX, +XpX, X5 =0
[c=d=c=i=n=f=0,a=b=h=m=g=/=1]

XoX; + XX hXpXa HXEXE FXTA K, EK XXy =0
[c=d=e=i=n=Il=0a=b=h=m=f=g=1]

xgx, +xux,3 -i—xuxi -+-x§x§ +x§x,xz + XX, x§ =0
[c=d=e¢=i=n=g=0a=b=h=m=f=/=1]]

X2X, FXoX] FXoX2 +XoX: HXING +X,X; =0
[c=d=e=f=g=[=0;a=b=h=i=m=n=1]

X2X, +XoXD +XoX] +XEX] FX]X] X, X] +XoX] X, + XX X) =
[c=d=e=f=0;a=b=h=i=m=n=g=/=1]

x2x, XX +xpx3 +x2x2 +xIxd +X,X] +X7X X, + XpX{ Xy =0
[c=d=e=/=0; a=b=h=i=m=n=jf=g=1]

|
=]

x2x, XX +xpX3 +x2x2 +xPxd +x,%] FX0X, X, +Xp%,X; =0
[c=d=ec=g=0; a=b=h=i=m=f={=1]

X2X, +XoX] +XoX] +XeX2 +XIxE +x7x, =0
[c=d=n=/=g=/=0; a=b=c=h=i=m=1]

X3x, +NpXD 4 x,X3 FXPX] HX[X] HX] X, HXpX|Xg F XX, X; =0

[c=d=n=/=0; a=b=e=h=i=m=g=/=1]
X2x, +XgxD +Xx3 +x2x2 +x?xd +x]x, HX5X X, + XX] X, =0
[c=d=n=[=0; a=b=e=h=i=m=f=g=1]

XOX, +XpX] +XoX3 +XEX2 A+ XIXE H X)X, HXpX, X, F XX, X3 =0
[c=d=n=g=0; a=b=e=h=i=m=f=/=1]

3 s Tiws o 2 i 03, 3

XXy XXy FXgX; FXgX; X X, +XX; =0
lczdzi_:f:g:'f:l); azb:czhzrnmn:II
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70-  XoX, +XoX] +XX3 +XgX3 +X]X, +X, X3 +X,X7X, +X,%x,x% =0
[c=d=i=/=0; a=b=c=h=m=n=g=/{=1]
?.[ 3 23 3 2.2 3 3 2 2 b
T XpX) R XX] FXXy B XX X Xy HX X BN X X, FX X X, =0
[e=d=i=/=0; a=b=e=h=m=n=/=g=]]
72 \.3 3 3 #] o 3 3 2 2
= N RXNpXy FXpXy FXpXg XX, RN X FXgX X, XX x; =0

[c=d=i=g=0;, a=b=e¢e=h=m=n=f=/=1]]

Si verifica facilmenic che tra tutte le C* trovate, le seguenti contengono
almeno una retla in y, ¢ precisamente :
le4l, 42, 43, 44, 57, 58, 59, 60, conlengorio la reita X, =0,

lel,2,3,4,25,26,27,28,29,30,31,32,larelta x, =0,

le 6, 8, 13, 15, 38, 45, 46, 48, 53, 55, 61, 63, 70, 72, la x, +x, =0,
le 36, 37, 40, 50, 56, 66, 67, 69, larclta x, +x, =0,

le 10, 19, 20, 35, 49, 54, conlengono la reita x, + X, =0,

le5, 7,9 16, 18,21, 34, 39, 51, 68, la rella Xo+X, +x, =0.

In virtli della proposizione 3 seguc che le rimanenti C*, e cio¢ le 11, 12,
14, 17, 22, 23, 24, 33, 47, 52, 62, 64, 65, 71, sono tulle irriducibili in .

Sussiste perd il seguente tcorema:

TEOREMA - e C’ invadenti S, 2 » irviducibile in T3 sono tulte
proietlivamente identiche, in quanio, pur di scegliere opporfunamente il
riferimento proietlivo, esse si viducono tuffe afla 33,

DIMOSTRAZIONE. Si verifica facilmente che :
la 11 mediante I'omografia data da x, =X, +X; x=X;; x,=X,,
laI2tramite la x, = X,;; x, =X, +X,;; x,=X,,
laldconla xg =X, +X,+X,; x,=X,; x, =X,,
lal7conla x, =X;; x,=X,; x,=X,,
la22 mediante la x, = X, + X, +X,; x, =X, +X,; x,=X,,
la23conla x, =X,; x, =X,; x,=X, +X,,
la24conla x, =X, +X,; x, =X, +X,; x,=X,,
lad7 tramitcha x, =X, +X,; x,=X,; x,=X,,
la52conla x, =X, +X, +X,; x,=X,; x,=X,,
la62conla x, =X; x, =X, +X,; x,=X,+X,,
labdconla x, =X,;; x =X; x, =X,+X, +X,,
[ag5conla x, =X; x,=X;; x,=X,,
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la71 tramite Ia x, =X,; x,=X,+X;; x,=X,+X, +X,,
si riducono tutie alla 33, cioé ;

XX, 4+ X X5 + XX, + X2X2 4+ X, X2 +X2X2 =0
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